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1) OBJETIVO:


 O objetivo deste trabalho é fazer um estudo aprofundado do problema da coloração de grafos, dando: 

· A descrição do problema; 

· Aplicações para o mesmo, ou seja, problemas que se resolvem com a coloração de grafos;

· Algumas definições, discussões e teoremas importantes sobre a coloração de grafos;

· Um algoritmo exato e alguns aproximados para resolvê-lo;

· Grafos que servem como contra-exemplo para provar que um determinado algoritmo aproximado não é exato;

· Suas implementações em uma linguagem de programação, junto com as estruturas de dados utilizadas;

· O estudo da complexidade de cada algoritmo analitica e empiricamente;

· A metodologia utilizada na análise empírica dos algoritmos; e

· Uma comparação entre as soluções dadas por cada algoritmo.

2) DESCRIÇÃO DO PROBLEMA:


O problema da coloração de grafos para um grafo G é dar uma “cor” a cada vértice de tal forma que dois nós que são conectados por uma aresta não possam possuir a mesma cor. 

Ou seja, dado um grafo não-direcionado G = ( V, A ), onde V é o conjunto de vértices e A, o de arestas, o qual não possui loops (uma aresta ligando um vértice a ele mesmo), uma coloração de um grafo é uma função f: V ( N, tal que para todo u, v ( V, se                 f( u ) = f( v ), então ( u, v ) ( A.

O que se deseja é encontrar a coloração mínima, ou seja, o menor número de cores para colorir um grafo. Este número mínimo de cores necessárias para um grafo G é chamado de número cromático de G.

Num grafo colorido desta maneira, os nós com a mesma cor são mutuamente não-adjacentes. Tal subconjunto de vértices de um grafo é chamado de independente ou compatível. Em outras palavras, o problema de coloração de um grafo G define um particionamento do conjunto de vértices de G em um número mínimo de subconjuntos independentes.

3) APLICAÇÕES:


A idéia de coloração de grafos é importante na teoria dos grafos porque possui muitas aplicações. Neste capítulo serão mencionadas algumas delas.

3.1) Planejamento:
Uma classe geral de problemas para a qual a coloração de grafos pode ser aplicada é planejamento. Suponha-se, por exemplo, o planejamento das turmas de uma universidade. Como um professor normalmente dá aulas para mais de um curso, deve-se ter a certeza de que os cursos de cada professor sejam dados em horas diferentes. Uma maneira de se descrever este problema é por um grafo onde cada vértice representa uma classe a ter seu horário marcado e uma aresta juntando dois vértices significa turmas de um mesmo professor. Então, se cada cor é associada a um certo horário de uma classe, uma coloração do grafo implica no fato de que nenhum professor é colocado para duas turmas no mesmo horário. 

Esta idéia pode ser estendida para levar em conta outras restrições em um planejamento de turmas. Suponha-se um professor que não gosta de acordar cedo e, portanto, nunca deve ser colocado para dar aulas às 8:00 da manhã. Logo, se o grafo contiver também vértices correspondendo a possíveis horários de turmas, deve haver uma aresta entre o vértice que representa o horário das 8:00 da manhã para todo nó que representa uma classe dada pelo professor dorminhoco. Uma coloração do grafo resultaria num planejamento no qual todos os vértices, representando turmas, coloridos com a mesma cor do nó que representa o horário das 8:00 da manhã representariam classes que poderiam ser colocadas neste horário, mas nenhuma turma do professor dorminhoco seria colocada tão cedo.


Um outro problema de planejamento semelhante ao explicado anteriormente é o de marcação de datas de provas em uma universidade. Suponha-se que os alunos podem cursar uma ou mais disciplinas e que cada cadeira tem apenas uma prova. Também, só existe um único horário em que são marcadas provas em cada dia (tal como acontece com muitas cadeiras do Ciclo Básico do CTC, que são sempre às 12 h).


Obviamente, provas de duas disciplinas diferentes não podem ser marcadas para o mesmo dia se há alunos que cursam ambas.


O objetivo neste problema é montar um calendário de provas que satisfaça as restrições de conflito e minimizar o número de dias necessários para realizar todas as provas. Para resolver este problema, constrói-se um grafo tal que as disciplinas representam seus vértices e arestas entre dois nós representam que as respectivas disciplinas possuem um ou mais alunos que cursam ambas. Uma coloração do grafo daria um planejamento onde duas disciplinas cursadas por um ou mais alunos simultaneamente teriam provas marcadas em dias distintos.  


Portanto, o problema do calendário de provas é equivalente ao problema de coloração de grafos na sua forma pura. Contudo, em problemas práticos, normalmente há mais restrições ocasionadas por pedidos de estudantes ou da equipe da escola, que devem ser levados em consideração para encontrar uma tabela de horário de provas satisfatória. Por exemplo, por limitações de espaço, poder-se-ía querer uma divisão de provas na qual o número de provas a ser realizadas no mesmo período seja limitado. Devido a tais restrições, os modelos matemáticos não são mais simples problemas de coloração. Deve ser notado que para problemas mais gerais, o aspecto de coloração dos vértices de um grafo (particionamento irrestrito de um conjunto de vértices em subconjuntos independentes) se torna menos significante.

3.2) Escalonamento:

Vários aspectos de escalonamento em computadores também podem ser atacados usando o modelo de coloração de grafos. Seja uma grande base de dados a qual é acessada por muitas aplicações. Suponha-se também que certos programas nunca devem acessar a base ao mesmo tempo porque uma mudança feita por uma aplicação pode levar uma outra a cometer um erro. Por exemplo, o programa que calcula a média parcial de um aluno nunca deve estar acessando os dados ao mesmo tempo que uma aplicação que insere notas de alunos.

Neste caso, os vértices de um grafo representariam as aplicações, e uma aresta juntaria quaisquer dois nós correspondendo a programas que não podem estar ativos ao mesmo tempo. Portanto, a coloração do grafo fornece um escalonamento para estas aplicações no qual dois programas que se interferem não estarão ativos ao mesmo tempo. 

 A coloração de grafos também pode ser aplicada a outros aspectos do escalonamento de jobs em um computador, como também ao escalonamento de recursos computacionais, tais como a atribuição de registradores para o armazenamento de resultados intermediários de uma computação por um compilador.

3.3) Coloração de Mapas:

Finalmente, suponha-se, agora, que se deseja colorir um mapa usando o menor número de cores possível tal que duas áreas com uma borda em comum não tenham a mesma cor. Este problema pode ser diretamente relacionado com o da coloração de um grafo se cada nó for associado a uma área do mapa e houver uma aresta entre dois vértices sempre que as áreas correspondentes possuirem uma borda em comum.

Esta aplicação foi a origem para o problema de coloração, o qual foi primeiramente formulado no século VIII por cartógrafos que queriam o número mínimo de cores para colorir um mapa político, de tal forma que nenhum país fosse colorido com a mesma cor de um de seus vizinhos (países com quem compartilha uma fronteira em comum que seja uma linha e não um ponto). Eles previram que quatro cores são sempre o suficiente. E, de fato, pode-se provar que, para um mapa em geral, isto é, um grafo planar, o número mínimo de cores necessárias é quatro.

O teorema das quatro cores foi provado com o auxílio de um computador em 1976. A prova mostra que se aproximadamente 1936 formas básicas de mapas podem ser coloridas com quatro cores, então qualquer mapa também pode ser colorido desta forma. Um programa de computador colore estas formas básicas. Até então, ninguém foi capaz de prová-lo sem o auxílio de um computador. Porém, em princípio, é possível emular a prova por computador com a utilização de computações manuais.


Uma maneira interessante de atacar a conjectura das quatro cores é ignorar os mapas que podem ser coloridos com 4 cores e estudar apenas aqueles que necessitam de, no mínimo, 5 cores. É claro que é sabido que nenhum existe, mas enquanto a conjectura não estiver resolvida, este se mostra como um método de ataque promissor. De fato, esse foi o método que eventualmente levou a prova do teorema das quatro cores.


Um grafo planar G é dito redutível a k cores se uma coloração de G pode ser deduzida a partir da coloração de um grafo G1, com menos vértices, em k1 ( k cores, onde k1 é o número de cores de G1. Pode-se mostrar facilmente que qualquer grafo planar com vértices de grau 2 são redutíveis a k ( 3 cores, pois pode-se mesclar o vértice de grau 2 com um de seus vizinhos, gerando um grafo G1 tal que qualquer coloração de G1 fará com que os vizinhos do vértice retirado sejam coloridos com cores diferentes. Desta forma, é possível reintroduzir o vértice retirado e atribuir-lhe uma cor diferente. Portanto se o grafo G1 for colorido com k1 cores, pode-se deduzir uma coloração para G com k ( k1 + 1 cores. Como k1 é no máximo 2 ter-se-á que k ( 3. Eis um exemplo dessa redução, onde as linhas pontilhadas são arestas que podem estar no grafo ou não (por isso nós ligados por elas sempre possuem cores diferentes):
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(a) grafo planar com vértice de grau 2 redutível a k ( 3 cores

(b) grafo G1 originado depois da mesclagem de dois vértices

(c) coloração deduzida a partir da coloração de G1
(d) superfície de exemplo com a coloração encontrada
Utilizando o mesmo princípio, pode-se demonstrar que qualquer grafo planar G com vértices de grau 3 é redutível a k ( 4. Similarmente é possível mostrar que grafos planares com vértices de grau 4 são redutíveis a k ( 4. Seja A o vértice de grau 4 de um grafo planar e B, C, D, E seus vizinhos como mostrado na figura da próxima página. Mesclando-se A com seus vizinhos B e D, formando um vértice F, ter-se-á apenas três vértices na região considerada. Pode-se agora colorir os vértices C, E e F com as cores (, ( e (, respectivamente. Reintroduzindo os vértices anteriormente mesclados A, B e D, fazendo com que os vizinhos do vértice A possuam as mesmas cores de F e fazendo com que A seja colorido com uma cor diferente deduzir-se-á uma coloração para G com k ( 4 cores. Contudo, se os vértices B e D fossem adjacentes, não será possível mesclar os vértices A, B e D para a redução de G. Porém note-se que se B e D estão ligados, então os vértices C e E necessariamente não estão ligados (senão o grafo pode deixar de ser planar se todas as linhas pontilhadas forem arestas de fato), portanto basta mesclar A, C e E e fazer a redução como explicado anteriormente.

Supondo que existam contra-exemplos do teorema das quatro cores, ou seja, grafos planares que necessitem de 5 cores, então devem existir contra-exemplos mínimos, no sentido que se for retirado um vértice qualquer o grafo passaria a ser colorido com 4 cores. Porém tem-se que nenhum destes exemplos mínimos pode possuir vértices de grau menor do que 5, pois senão poderia ser deduzida uma coloração com 4 cores a partir da coloração do grafo sem o vértice de grau menor que 5.
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(a) grafo planar com vértice de grau 3 redutível a k ( 4 cores

(b) grafo G1 originado depois da mesclagem de dois vértices

(c) coloração deduzida a partir da coloração de G1
(d) superfície de exemplo com a coloração encontrada.
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 (a) grafo planar com vértice de grau 4 redutível a k ( 4 cores 

(b) grafo G1 originado depois da mesclagem de três vértices

 (c) coloração deduzida a partir da coloração de G1
 (d) superfície de exemplo com a coloração encontrada.


Se contra-exemplos mínimos do teorema das quatro cores existirem, então é razoável que existam contra-exemplos mínimos triangulares (i.e. cada face é um triângulo), pois se forem adicionadas arestas ao contra-exemplo mínimo, tornando-o uma triangulação, então ter-se-á um grafo que necessita de pelo menos tantas cores quando o original. Para torná-lo mínimo, basta ir retirando os vértices do grafo até atingir um contra-exemplo mínimo que seja uma triangulação.

Uma coleção de grafos com a propriedade de que todo grafo triangular deve conter pelo menos um é chamado de conjunto inevitável. Uma vez que for encontrado um conjunto inevitável de configurações redutíveis, como por exemplo configurações que apresentem algum vértice de grau menor que 5, o teorema das quatro cores estaria provado.


Appel e Haken encontraram tal conjunto com 1936 grafos. Os grafos foram gerados manualmente, utilizando regras para a sua construção desenvolvidas por eles. Através do uso de um computador, os grafos foram testados por redutibilidade. De acordo com o seu trabalho, todos os grafos do seu conjunto inevitável eram redutíveis.

Esses pesquisadores utilizaram o chamado método de descarga para encontrar o conjunto inevitável. Este processo envolve associar um inteiro a cada vértice (como uma carga elétrica) e ir redistribuindo as cardas de acordo com certas regras (chamadas regras de descarga). Diferentes regras de descarga geram diferentes conjuntos inevitáveis. Através de um processo de tentativa e erro, eles determinaram um processo de descarga que produziu um conjunto inevitável que eles acreditavam consistir apenas de configurações redutíveis. Esta parte do seu trabalho durou em torno de 3 anos e meio.


A segunda parte do seu trabalho foi checar as configurações por redutibilidade, o que foi feito por um computador. Isto tomou em torno de 6 meses. Quando eles completaram sua prova pela primeira vez, o tamanho do conjunto inevitável tinha sido reduzido para 1482 configurações.

Há duas razões para a prova de Appel-Haken não ser completamente satisfatória. Parte da prova deles utiliza um computador e não pode ser verificada manualmente. Quanto a parte que supostamente pode ser verificada manualmente, ela é extraordinariamente complicada e tediosa e, até onde se sabe, ninguém a verificou em sua integridade.


Uma simplificação da prova do teorema das quatro cores proposta em 1996, por Robertson, Sanders, Seymour e Thomas, retirou a sombra de dúvidas sobre a prova original de Appel e Haken. O conjunto inevitável foi reduzido para 633 em contrapartida aos 1476 do conjunto de Appel e Haken. E os métodos de descarga utilizam apenas 32 regras de descargas, ao invés das mais de 300 usadas na prova anterior a essa.


A idéia básica da nova prova é a mesma da anterior. É exibido um conjunto de 633 configurações, e se prova que cada uma delas é redutível. O que significa, que nenhuma configuração com esta propriedade pode aparecer em um contra-exemplo mínimo para o teorema das quatro cores. Isto também pode ser utilizado num algoritmo onde, se uma configuração redutível aparecer em uma grafo planar G, então é possível construir em tempo constante um grafo planar G’ menor tal que qualquer coloração de 4 cores de G’ pode ser convertida em uma coloração de 4 cores de G em tempo linear. 

Desde 1913 sabe-se que qualquer contra-exemplo para o teorema das quatro cores é um grafo com características especiais, chamado de triangulação internamente 6-conectada. Na segunda parte da prova é demonstrado que pelo menos uma das 633 configurações aparece em qualquer triangulação planar internamente 6-conectada.

4) ALGUNS TÓPICOS IMPORTANTES:


Neste capítulo serão apresentadas algumas definições, discussões e teoremas com suas respectivas demonstrações relacionados ao problema de coloração de grafos.

4.1) Número Cromático e Grafo k-Colorável:

Começa-se com uma definição essencial, necessária para a discussão do problema de coloração de grafos:

Definição 1: 

O número cromático (( G ) de um grafo G é o número mínimo de cores necessárias tal que dois vértices adjacentes não possuam a mesma cor. E um grafo G é dito ser k-colorável para algum k ( (( G ).


Algumas vezes é útil definir a coloração de um grafo G = ( V, A ) usando uma função de coloração. 

Definição 2:

Uma função f determina uma k-coloração de G se

f: V ( ( 1, 2, …, k )

e para todo par ( i, j ) ( A, então f( i ) ( f( j ). Uma função que define uma k-coloração é chamada de função de k-coloração. 

4.2) Grafos Bi-Partidos:


Note-se que se um grafo é 2-colorável, isto significa dizer que seu conjunto dos nós pode ser separado em dois sub-conjuntos dijuntos onde um sub-conjunto é colorido com a cor 1 e o outro, com 2, tal que cada aresta do conjunto das arestas liga um vértice de um sub-conjunto a um vértice do outro sub-conjunto. Considera-se, então, a seguinte definição:

Definição 3: 

Seja um conjunto de vértices V de um grafo G = ( V, A ) que possa ser particionado em dois conjuntos dijuntos V1 e V2 tal que toda aresta de A liga um nó em V1 a um nó em V2. Tal grafo é chamado de bi-partido.


Portanto, um grafo é 2-colorável se e somente se é bi-partido. Por esta razão, grafos k-coloráveis são algumas vezes referidos como grafos k-partidos.


Então, um algoritmo que determina se um grafo é bi-partido pode fazê-lo tentando colorir o grafo com apenas duas cores. Se conseguir, é porque o grafo é bi-partido. É apresentado agora um algoritmo simples e eficiente para fazer esta verificação:

Entrada: G( V, A ), o qual é um grafo conexo não orientado

cor( i ) ( 0 para todo nó i ( V

escolha um nó arbitrário v ( V

cor( v ) ( 1

Q ( (, onde Q é uma fila

enfile v em Q 

repeat while Q ( (
   u ( head( Q )

   S ( todos os nós adjacentes a u

   for each w ( S

      if cor( w ) = cor( u ) 

      then

         print “O grafo não é bi-partido!”

         stop

      else      

         if cor( w ) = 0 

         then

            cor( w ) = 3 - cor( u ) (calcula a cor oposta) 

            enfile w em Q

   endfor

   desenfile u de Q  

endrepeat

Saída: uma 2-coloração de G ou uma mensagem de que G não é bi-

  partido

Neste algoritmo, cada nó é percorrido uma vez durante a inicialização das cores e na hora em cada um é colorido. Já na hora em que um nó já colorido sai da fila, todos os seus vizinhos são pesquisados uma vez para ver se algum já foi colorido com a mesma cor do atual ou se já receberam alguma cor. Somando todas as pesquisas a vizinhos, cada aresta é analisada duas vezes, já que o grafo é não-dirigido (para dois nós adjacentes, uma aresta é pesquisada duas vezes, uma em cada sentido). Sendo n = | V | e m = | A |, a complexidade deste algoritmo é 

T( n ) = 2 * O( n ) + 2 * O( m ) = O( n ) + O( m ) = O( n + m )


No melhor caso, quando o grafo é esparso (m ( n), T( n ) = O( n ). Já quando o grafo é denso (m ( n2), T( n ) = O( n2 ).
Outra propriedade dos grafos bi-partidos é expressa no seguinte teorema:

Teorema 1: 

Um grafo é 2-colorável (i. e., bi-partido) se e somente se ele não possui ciclos de tamanho ímpar.

Prova: 

Pode-se assumir que o grafo G é conexo porque, se não fosse, poder-se-ia considerar cada componente separadamente.

A parte necessária, a qual diz que um grafo bi-partido não pode ter ciclos de tamanho ímpar, é algo fácil de se mostrar. Suponha-se que um grafo bi-partido, o qual foi colorido com apenas duas cores, possua um ciclo. Seja agora um vértice v qualquer do ciclo e suponha-se que ele foi colorido com a cor 1. Então, durante o caminhamento no ciclo, começando por v, os nós atravessados são coloridos com 1, 2, 1, 2, 1, ... Quando se volta ao vértice v, o nó anterior deve ter sido colorido com 2 se a coloração é válida. Mas isto só será verdade se o número de vértices no ciclo é par (é como se os vértices no ciclo pudessem ser divididos em pares adjacentes, cada um colorido com 1, 2). Portanto, não pode haver ciclo de tamanho ímpar.  

Agora prova-se a parte suficiente, a qual diz que se não há ciclos de tamanho ímpar, então o grafo é bi-partido. Se houver ciclos de tamanho ímpar, ao se tentar colorir seus nós com apenas duas cores, dois vértices vizinhos possuirão a mesma cor. Então, mais de duas cores serão necessárias para a coloração do ciclo e, conseqüentemente, para todo o grafo. Logo, o mesmo não pode ser bi-partido. Portanto, não pode haver ciclos de tamanho ímpar para o grafo ser bi-partido.

4.3) Limites para o Número Cromático:

Apesar do número de artigos sobre o problema de coloração exceder o de qualquer outro problema de grafos, nenhuma fórmula foi encontrada para o número cromático de um grafo arbitrário e, portanto, deve-se ficar satisfeito com estimativas de limites para esse valor. O teorema seguinte dará alguns limites para o valor deste número, mas antes de descrevê-lo, porém, dar-se-á uma definição útil para o entendimento do mesmo:

Definição 4:


Um grafo G = ( V, A ) simples e não-direcionado é completo se ele não possui loops e se, para u e v distintos pertencentes a V, { u, v } ( A. Ou seja, um grafo completo contém todas as arestas possíveis entre dois vértices. Já um sub-grafo completo de um grafo é chamado de clique. Por fim, o clique máximo de um grafo é o número máximo de vértices em um clique de G.

Teorema 2:

Sejam (( G ) o número cromático de um grafo G( V, A ); (( G ), o clique máximo do grafo, e (( G ), o maior grau de um vértice em G. Então, 

(( G ) ( (( G ) ( (( G ) + 1

Prova:
O clique é somente um sub-grafo que, por si só, é um grafo completo e (( G ) é o número de vértices no maior clique de G. Como há uma aresta entre qualquer dois vértices em um grafo completo, cada vértice de um clique deve ter uma cor diferente. Portanto, um limite inferior bem simples para o número cromático de um grafo G pode ser obtido considerando o maior clique de G, ou seja, o maior subconjunto de vértices mutuamente adjacentes do mesmo. Logo, ter-se-á que:
(( G ) ( (( G ).

Agora, colore-se G escolhendo-se os nós, um de cada vez, colorindo cada vértice v com a menor cor não usada ainda para seus vizinhos já coloridos. Como nenhum nó tem mais do que (( G ) vértices adjacentes a ele, nunca será necessário dar uma cor a v maior do que (( G ) + 1. Assim,

(( G ) ( (( G ) + 1

O teorema anterior não é totalmente útil, pois, por um lado, é fácil determinar o limite superior apresentado. Afinal, o maior grau de um vértice pode ser facilmente calculado em tempo O( n + m ), onde m é o número de arestas e n o número de nós de um grafo. Então, um algoritmo para computar o número cromático de um grafo pode parar sempre que determinar que o número cromático é pelo menos (( G ) + 1. 

Por outro lado, o menor limite (( G ) não é muito útil porque calcular o clique máximo é, em geral, muito difícil. Tanto que nenhum algoritmo de tempo polinomial foi proposto até hoje para calcular o clique máximo de um grafo arbitrário. E o mesmo se dá com a computação do número cromático para grafos genéricos. Afinal, os problemas de decidir se (( G ) ( k e (( G ) ( k são válidos, são equivalentes no sentido que um algoritmo de tempo polinomial para resolver um dos dois, forneceria uma algoritmo de tempo polinomial para resolver o outro (por serem problemas NP-completos). 

Além disso, esses limites não são muito bons. Por exemplo, é possível construir a seqüência de grafos M1, M2, M3, … tal que (( G ) = i e Mi não contenha nenhum triângulo, ou seja, (( Mi ) = 2. Estes são chamados grafos de Mycielski. Portanto, pode-se encontrar estimativas arbitrariamente pobres para o limite inferior do número cromático.


Para esta seqüência, primeiramente faz-se M1 = K1, M2 = K2. Já para k ( 2, Mk + 1 é construído a partir de Mk da seguinte maneira. Assume-se que Mk seja um grafo com p vértices, que não contenha nenhum triângulo, e que (( Mk ) = k. Então, o grafo Mk + 1 tem 2p + 1 vértices v1, v2, …, vp, u1, u2, …, up, wk + 1, onde v1, v2, …, vp são os vértices de Mk e u1, u2, …, up são cópias dos vi’s. O conjunto de arestas de Mk + 1 contém: 

· todos as arestas de Mk; 

· as arestas que ligam ui aos vizinhos de vi para i = 1, 2, …, p; e 

· ( wk + 1, ui ) para todo i = 1, 2, …, p. 

A figura a seguir ilustra a construção de M3 a partir de M2 e M4 a partir de M3. Pode ser facilmente demonstrado por indução sobre k que Mk não possui nenhum triângulo e que é k-cromático.
O caso base da indução é o M2 = K2, que não possui nenhum triângulo e é 2-cromático. Por hipótese de indução, tem-se que Mk, k > 2, não possui nenhum triângulo, então, para cada vértice v de Mk, nenhum de seus vizinhos estão ligados entre si. E a inclusão de um novo nó u para cada vértice v de Mk, tal que ui tenha uma aresta com cada vizinho de vi para todo i = 1, 2, … , p, não pode formar nenhum triângulo, pois cada vértice u estará ligado a vértices que não possuem arestas entre si. Como cada vértice u é ligado apenas a nós v, então nenhum dos vértices u possuem arestas entre si. Por esta razão, a inclusão de um vértice w, tal que este esteja ligado a cada vértice u também não forma nenhum triângulo. Portanto Mk+1 não possui nenhum triângulo.


Agora, pela hipótese de indução também tem-se que Mk é k-cromático, então os vértices vi de Mk+1 devem ser coloridos com pelo menos k cores, pois são cópias dos vértices de Mk. Para cada vértice ui deve ser atribuída a mesma cor do vértice vi, visto que ambos têm exatamente os mesmos vizinhos. Contudo, note-se que o vértice w de Mk+1 deve ser colorido com uma cor diferente das cores dos vértices ui, pois este está ligado a cada um deles. Como todas as k cores aparecem nos vértices u, o grafo Mk+1 precisa de k+1 cores para ser colorido.
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Grafos de Mycielski: (a) M2; (b) M3; (c) M4.

Como no caso do limite superior, há também diversas classes de grafos para os quais o limite apresentado não é particularmente bom. Por exemplo, cada estrela K1,n (um grafo consistindo de n arestas incidentes em um único vértice) é 2-cromático por ser um grafo bi-parido. Todavia, (( K1, n ) + 1 = n + 1. Portanto, a diferença entre (( G ) e (( G ) pode ser arbitrariamente grande. Ainda, foi provado que há apenas duas classes de grafos para as quais a igualdade no limite superior é válida, os quais são os ciclos ímpares e os grafos completos.

4.4) Polinômio Cromático:

Definição 5:

Um polinômio (G( z ) é dito polinômio cromático de um grafo G se calcula o número de maneiras de colorir G com exatamente z cores. 

Por exemplo, o grafo cúbico tem o seguinte polinômio cromático:

(G( z ) = z8 – 12z7 + 66z6 – 214z5 + 441z4 – 572z3 + 423z2 – 133z,

portanto, o número de 1-, 2-, ... colorações são 0, 2, 114, 2652, 29660, 198030, … A seguinte tabela lista os polinômios cromáticos para alguns grafos simples:

	Grafo
	Polinômio

	Grafo completo K2
	(z – 1)z

	Grafo completo K3

ou Grafo cíclico C3
	(z – 2)(z – 1)z

	Grafo completo K4

ou Grafo tetraédrico
	(z – 3)(z – 2)(z – 1)z

	Grafo cíclico C4
	(z – 1)z(z2 – 3z + 3)

	Grafo cíclico C5
	(z – 2)(z – 1)z(z2 – 2z + 2)

	Grafo cúbico
	z(z – 1)(11z6 – 55z5 + 55z4 – 159z2 + 282z2 – 290z + 133)

	Grafo octaédrico
	(z – 2)(z – 1)z(z3 – 9z2 + 29z – 32)

	Grafo roda W5
	(z – 2)(z – 1)z(z2 – 5z + 7)

	Grafo roda W6
	(z – 3)(z – 2)(z – 1)z(z2 – 4z + 5)


onde os grafos octaédrico e roda são os das figuras a seguir:
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O polinômio cromático de um grafo desconexo é o produto dos polinômios cromáticos de suas componentes conexas. E o polinômio cromático de um grafo de ordem n tem grau n, com o coeficiente de maior ordem igual a 1 e o termo constate igual a 0. Adicionalmente tem-se que os sinais dos coeficientes se alternam e o coeficiente do (n – 1)-ésimo termo é o número de arestas do grafo com o sinal de menos na frente. Interesantemente, (G( –1 ) é igual ao número de orientações acíclicas de G.

A exceção de casos particulares (tais como árvores), o cálculo de (G( z ) é exponencial no número de arestas em G e no seu grafo complementar. Portanto, o cálculo do polinômio cromático de um grafo é pelo menos um problema NP-Completo. Se esse problema fosse resolvido polinomialmente, assim também seria o de achar o menor número de cores necessário para colorir o grafo. Afinal, após encontrar o polinômio, só seria necessário avaliar (G( z ), com z variando de 0 a n, já que, como o número cromático de um grafo é o menor número de cores com o qual um grafo pode ser colorido, este é o menor inteiro positivo z tal que (G( z ) > 0. E, no pior das hipóteses, se o grafo for completo, os n valores são tentados. E como avaliar um polinômio tem complexidade O( n ), tentar achar a menor cor utilizando o polinômio seria O( n2 ).

Um caso particular é quando o grafo é completo. O polinômio cromático para esse tipo de grafo é: 
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Note-se que, obviamente, o menor número z positivo para o qual o valor do polinômio não é zero é n. Ainda, tem-se que para z ( n, o valor de (G( z ) = Az, n, que é o arranjo de z elementos n a n. 

Tutte mostrou que o polinômio cromático de uma triangulação planar possui a raiz próxima a (2 = ( + 1 = 2.618033…= ( 3 + sqrt( 5 ) ) / 2, onde ( é o número de ouro. Mais precisamente, se n é o número de vértices de G, então

(G( (2 ) ( (5–n
Já Read conjecturou que para qualquer polinômio cromático

cnzn + … + c1z,

não existe um 1 ( p ( q ( r ( n tal que | cp | > | cq | e | cq | < | cr |.

4.5) Abordagem de Conjuntos Independentes:
Seja, inicialmente, a seguinte definição:

Definição 6:

Na coloração de G, um conjunto de vértices de mesma cor é chamado de classe de cor. Tais subconjuntos de nós de um grafo no qual nenhum par de vértices estejam ligados por uma aresta são chamados independentes. Já um conjunto W de nós é um conjunto independente maximal se não há nenhum conjunto independente no qual W esteja propriamente contido. Este conjunto não deve ser confundido com um conjunto independente máximo, o qual é o conjunto independente de cardinalidade máxima. 
Como já foi dito anteriormente, a k-coloração de um grafo G é equivalente ao seguinte:

Definição 7:

Um particionamento do conjunto de vértices de G em k conjuntos independentes V1, V2, …, Vk tal que Vi ( V​j​ = ( para i ( j, i, j = 1, 2, …, k e V1 ( V2 ( … ( Vk = V é chamada de partição de k-coloração de V.


 Uma abordagem de conjuntos independentes para encontrar uma k-coloração de um grafo é um método no qual, primeiramente, se colore os vértices com a cor 1, isto é, encontra-se o conjunto V1; depois, encontra-se o conjunto V2, e assim por diante. Tal método pode evidentemente produzir uma coloração ótima de todo grafo G. É suficiente assumir que os vértices de G são dados em uma ordem tal que os vértices de V'1 aparecem por primeiro; em seguida, os vértices de V'2 e assim por diante, onde V'1, V'2, … são as classes de cor de uma coloração ótima de G.

Pode-se então perguntar quais são as propriedades dos conjuntos independentes em partições de k-coloração de V em geral e em uma partição ótima, em particular. O seguinte teorema foi provado por diversos autores.
Teorema 3:

Para cada partição de k-coloração { V1, V2, …, Vk } de um grafo G existe uma partição de l-coloração { V'1, V'2, …, V'l } de G, tal que l ( k e pelo menos um V'i da segunda partição é um conjunto independente máximal.

Prova:


A prova deste teorema é bem simples. Seja { V1, V2, …, Vk } uma partição de k-coloração de V. Se V1 não é um conjunto independente maximal de G, este pode ser aumentado com vértices de outros subconjuntos para se tornar o tal conjunto V'1. Evidentemente, cada conjunto Vi – V'1 para i = 2, 3, …, k é independente. Contudo, alguns deles podem ficar vazios. Portanto, fica claro que V'1 e { Vi – V'1 : V'i ( (, i = 2, 3, …, k } formam uma partição de l-coloração de G, l ( k e que V'1 é um conjunto independente maximal.

Seja agora G|W um subgrafo de G induzido por W, onde W ( V, ou seja,                 G|W = ( W, A' ) e A' contém as arestas de G que têm ambas as extremidades em W. Pelo teorema 3, em cada coloração ótima de G, uma classe de cor ou é maximal ou pode ser aumentada para se tornar um conjunto maximal. Portanto, existe um conjunto independente maximal U de vértices de G tal que

(( G ) = (( G|( V – U ) ) + 1


Há um número finito de conjuntos independentes maximais W em G. Portanto, minimizando sobre todos tais conjuntos ter-se-á que

(( G ) = min (( G|( V – W ) ) + 1

                                                                                        W ( V


onde se assume que (( ( ) = 0. A equação anterior é a base de vários algoritmos para encontrar a coloração ótima de um grafo, exatos ou aproximados.

Um procedimento exato para encontrar uma partição cromática de um grafo utilizando a abordagem de conjuntos independentes é um método de bracktracking, como a maioria dos métodos exatos de coloração de grafos. Inicialmente, todos os subconjuntos independentes maximais de G são gerados. Então o mesmo passo é repetido para G|( V – W ) para cada subconjunto independente maximal W de G, e assim por diante.


Este método pode ser reformulado como segue. Se um grafo G é k-cromático, então ele pode ser colorido com k cores, colorindo inicialmente com a cor 1 um subconjunto independente maximal W1 de G, então colorindo com outra cor um conjunto independente maximal de G|( V– W1 ), assim por diante, até que todos os vértices de G sejam coloridos. Contudo, esse método não determina qual conjunto independente maximal deve ser colorido a cada passo; portanto, cada conjunto independente maximal de um subgrafo corrente deve ser considerado.


Seja (l, l = 1, 2, …, seja a família de todos subgrafos l-coloráveis maximais de G. Note que (1 é a família de todos os conjuntos independentes maximais de G e que (( G ) é o menor l para o qual G ( (l. Para encontrar tal l, será começado com (0 = { ( } e aplicado o seguinte algoritmo de Christofides

Entrada: G( V, A ), o qual é um grafo conexo não orientado

k ( 0

(0 ( { ( }

repeat while não existe nenhum grafo H em (k tal que V( H ) = V( G ) 

   F ( (
   for each H ( (k
      for each conjunto independente maximal W de G|( V( G ) – V( H ) )

    F ( F ( { G|( V( H ) ( W ) } 


 k ( k + 1


 (k ( grafos maximais de F


 endfor

   endfor

endrepeat

saída: k, o número cromático de G

4.6) Aproximações para a Coloração Mínima:

Por razões de praticidade, esta-se interessado em métodos eficientes para avaliação do número cromático de um grafo e a construção de uma coloração cromática (uma coloração ótima). Infelizmente, de forma geral, ambos os problemas são muito difíceis. Nenhum algoritmo foi proposto para resolver o problema da coloração ótima que execute em um tempo limitado por uma função polinomial sobre o número de vértices do grafo. Foi provado que o problema da k-coloração (decidir se um grafo pode ser colorido com k ou menos cores) de uma grafo pertence a classe de problemas NP-completos, como já dito anteriormente. Esta é uma coleção de problemas de combinatória que são equivalentes no sentido que ou todos estes problemas podem ser solucionados com um algoritmo de tempo polinomial ou nenhum pode.
O problema da k-coloração se mantém difícil mesmo sob fortes restrições sobre um grafo e um inteiro k. Por exemplo, o problema de decidir se um grafo planar com não mais que quatro arestas incidentes em cada vértice pode ser colorido com 3 cores também não possui um algoritmo de tempo polinomial capaz de resolvê-lo.

Tendo em vista os resultados de complexidade, é bastante improvável que um método exato (que sempre produza uma solução ótima) possa ser construído de forma a resolver, em um tempo razoável, os problemas de coloração de grafos do mundo real com centenas de vértices. Com isso em mente, foram propostos muitos algoritmos heurísticos de coloração que produzem colorações relativamente rápidas, mas que não garantem soluções ótimas. Quando se discutir algoritmos aproximados, deve-se considerar a proximidade de suas soluções a solução ótima. Mais especificamente, seja (A( G ) o número de cores usadas por um algoritmo A para colorir um grafo G, e (A( n ) = max { (A( G ) / (( G ) : G não tem mais que n vértices }. A função (A( n ) é chamada de função de qualidade de A, pois indica quão mau o algoritmo A pode se comportar. É evidente que (A( n ) ( n para todo o algoritmo de coloração A, mas talvez seja surpreendente que para muitos algoritmos aproximados de coloração, a função (A( n ) seja linear no número de vértices do grafo.
Porém, é fácil determinar o número cromático para diversas classes de grafos, por exemplo,

(( C2n ) = 2
e
(( C2n+1 ) = 3,

n = 1, 2, …

onde Ci é um ciclo com i vértices, e

(( Kn ) = n

onde Kn representa um grafo completo de n vértices. Já para toda árvore T com pelo menos dois vértices, (( T ) = 2, já que toda árvore é um grafo bi-partido. Afinal, uma árvore não tem ciclos e um grafo bi-partido não pode ter ciclos de tamanho ímpar. 

4.7) Grafos Perfeitos e de Intervalo:


Além do clique máximo e do número cromático já explicados anteriormente, sejam as seguintes propriedades de um grafo não-direcionado:

Definição 8:

O número de estabilidade de um grafo G = ( V, A ) é o tamanho do maior conjunto independente (conjunto estável) de G, denotado por (( G ). Já o número de cobertura do clique de G é o menor número de sub-grafos completos necessários para cobrir os vértices deste grafo, o qual é denotado por (( G ).

Sabe-se que a interseção de um clique e um conjunto estável de um grafo G é de no máximo um vértice (se fossem dois ou mais, os nós estariam ligados entre si e, portanto, não poderiam fazer parte de um conjunto independente). Então, para qualquer grafo G,

(( G ) ( (( G ) e (( G ) ( (( G )

Estas igualdades se relacionam, uma vez que (( G ) = (( G’ ) e (( G ) = (( G’ ), onde G’ é o grafo complementar de G.

Utilizando-se estas propriedades acima, define-se agora um tipo de grafo, chamado perfeito.

Definição 9:

Um grafo G = ( V, A ) não-direcionado é dito um grafo perfeito se satisfaz as seguintes propriedades equivalentes:

(( GX ) = (( GX ) e (( GX ) = (( GX ) 
(para todo X ( V)


Note-se que para tais grafos o problema de coloração e de clique máximo são equivalentes. 

Algumas classes de grafos perfeitos são os grafos de comparação, grafos triangulados, e uma sub-classe desta última, os grafos de intervalo, que é definido a seguir.

Definição 10:


Um grafo G é dito um grafo de intervalo se seus vértices podem ser postos em uma correspondência de um para um com um conjunto de intervalos ( de um conjunto linearmente ordenado (como a reta dos reais), tal que dois vértices são conectados por uma aresta de G se e somente se os seus intervalos correspondentes têm interseções não vazias. Chama-se ( uma representação de intervalos de G.


Embora o problema de coloração mínima de um grafo geral seja NP-difícil,  algoritmos eficientes, de tempo linear, são conhecidos para colorir grafos de intervalo com um número mínimo de cores. Além disso, é possível determinar se um dado grafo é um grafo de intervalo em tempo linear. Antes de serem dadas algumas propriedades deste tipo de grafos, a seguinte definição é necessária.

Definição 11:

Um grafo com a propriedade de orientação transitiva é tal que a cada aresta pode ser associada uma direção em um único sentido de forma que a orientação resultante do grafo ( V, F ) satisfaz a seguinte condição:

se ( a, b ) ( F e ( b, c ) ( F então ( a, c ) ( F ((a, b, c ( V)

Um grafo não-direcionado que possui uma orientação transitiva é chamado de grafo de comparação.
Algumas propriedades dos grafos de intervalo são as seguintes:

· Um subgrafo induzido a partir de um grafo de intervalo é um grafo de intervalo (propriedade hereditária);

· Um grafo de intervalo satisfaz a propriedade dos grafos triangulados (de que cada ciclo simples de comprimento estritamente maior que 3 possui um chord). Todavia, note-se que nem todo grafo triangulado é um grafo de intervalo; 

· O complemento de um grafo de intervalo satisfaz a propriedade de orientação transitiva (assim como no caso da propriedade dos grafos triangulados, essa condição não é suficiente para determinar se uma dado grafo é um grafo de intervalos, visto que existem muitos grafos que satisfazem essa condição mas não são grafos de intervalo);

· Os cliques maximais (cliques que não estão propriamente contido em outros cliques) de G podem ser linearmente ordenados tal que, para cada vértice x de G, os cliques maximais que contém x ocorrem de forma consecutiva, e

· As seguintes afirmações são equivalentes para um grafo G não-orientado:

1- G é uma grafo de intervalo;

2- G não contém nenhum ciclo sem chords de comprimento maior que 3 e seu   complemento G’ é um grafo de comparação; e

3- Os cliques maximais de G podem ser linearmente ordenados tal que, para cada vértice x de G, os cliques maximais que contém x ocorrem de forma consecutiva.

5) UM ALGORITMO EXATO:

5.1) A Idéia do Algoritmo:

Neste algoritmo, será considerado que o grafo é conexo, porque, se não fosse, poder-se-ia simplesmente considerar cada componente separadamente. Também, as cores serão representadas por números.

Um procedimento exato para encontrar uma coloração de um grafo com o menor número de cores é tentar todas as colorações possíveis. Pode-se fazer isso tentando todas as maneiras de se colorir o grafo com 0 cor (grafo vazio), 1 cor (grafo unitário), 2 cores (grafo bi-partido), 3 cores, ..., até n cores. O algoritmo pára quando achar uma coloração válida (com nós adjacentes não possuindo a mesma cor). Neste caso, ele achou o menor número de cores possível, pois, se a resposta possui k cores, é porque o algoritmo já tentara colorir o grafo com k - 1 cores de todas as formas possíveis e não obteve sucesso.    

No pior caso, quando o grafo for completo, o número de cores necessáras é n, já que cada nó deve possuir uma cor diferente. Então, certamente será achada uma coloração válida do grafo com no máximo n cores.

Para cada número de cores k tentado (k variando de 0 a n), o algoritmo vai utilizar a técnica de backtracking para tentar achar uma coloração válida com k cores. Ao colorir um nó, ele vai tentar a menor cor possível de 1 até k. Se não for possível fazê-lo (porque todos os vizinhos já possuem todas as cores de 1 a k), o algoritmo volta ao nó anteriormente escolhido para colorir e tentará lhe dar uma outra cor possível e continuará caminhando progressivamente na lista de nós até colorir com sucesso todos os vétices com k cores ou voltar ao primeiro nó durante o backtraking já tendo tentado colorir com k cores todo o restante do grafo. 

Observe-se que ao primeiro nó do grafo só é necessário testar uma cor distinta, pois se não for possível encontrar uma coloração com k cores com o nó 1 colorido com a cor 1, também não será possível se o mesmo for colorido com as cores 2, 3, ... k. Afinal, é como se os nós com a cor 1 tivessem a cor trocada por outro número x e os vértices coloridos com x passassem a ser coloridos com 1. As colorações são equivalentes.

Se não for encontrada nenhuma coloração válida com k cores, será tentada uma com k + 1 cores. Mais cores serão tentadas até a primeira coloração válida ser encontrada. 
5.2) Algoritmo em Pseudo-Código:

function K_Colorir( k )

   cor( i ) ( 0 para todo nó i ( V

   cor( 1 ) ( 1

   j ( 2

   repeat while j > 1 and j < n + 1

      S ( todos os nós adjacentes ao nó j  

      cor( j ) ( a menor cor ainda não atribuída a nenhum nó em S 

                  maior do que cor( j ) atual

      if cor( j ) > k 

      then


         cor( j ) ( 0

         j ( j - 1

      else

         j ( j + 1

   endrepeat

   if j = n + 1 

   then

      return true

   else

      return false

endfunc
Entrada: G( V, A ), o qual é um grafo conexo não orientado

n ( | V |

if n = 0

then

   k ( 0
   stop

else

   k ( 1
   if n = 1
   then

      cor( 1 ) ( 1

      stop

   else      

      encontrou ( false

      repeat while encontrou = false  

         k ( k + 1

         encontrou = K_Colorir( k )

      endrepeat

Saída: k e a cor de cada vértice em V

5.3) Análise da Sua Complexidade Analiticamente:


Supondo que a função K_Colorir simplesmente tentasse todas as maneiras de se colorir os nós de 2 a n (já que o vértice 1 só é colorido com 1) e só depois que obtivesse uma coloração para todos os nós a analisasse para saber se a mesma é válida, kn - 1 colorações distintas seriam tentadas. Mas como o algoritmo não tenta alternativas que sabe que não são possíveis (afinal, ele só colore um nó com uma cor não utilizada pelos vizinhos e corta as tentativas de coloração a partir deste nó se perceber que precisa de mais cores para fazê-lo), muito menos tentativas são de fato realizadas pelo algoritmo.  

Então, kn - 1 é um limite superior para o número de tentativas de K_Colorir. Como o valor real do número de tentativas vai variar de grafo para grafo, a análise da complexidade desta função será feita utilizando este valor, mesmo sabendo-se que para qualquer grafo o número de colorações tentadas é muito menor. 

Para cada tentativa de coloração, na pior das hipóteses, todos os nós do grafo são percorridos. Para cada um deles, deve-se saber qual cor dar ao mesmo. Neste processo, da maneira como foi implementado, todos os vizinhos são percorridos para saber as cores utilizadas por eles e, no máximo, o número de vizinhos é percorrido para se pegar uma cor entre as não utilizadas pelos adjacentes do nó sendo colorido. Sempre que todos os vizinhos de todos os nós são percorridos, as arestas do grafo são percorridas duas vezes, já que para uma aresta { u, v }, ela é analisada no sentido u ( v e no sentido v ( u.

Portanto, sendo n = | V | e m = | A |, a complexidade de calcular uma tentativa é:

T( n, m ) = O( n ) + 4 * O( m ) = O( n + m ) 

Então, o limite superior para a complexidade de K_Colorir é:

T( n, m, k ) =  kn  - 1 * O( n + m ) = O( ( n + m ) * kn  - 1 )


Supondo que o menor número de cores para colorir o grafo é n (grafo completo), tem-se que tentar K_Colorir com k = 2, ..., n. Então, a complexidade do algoritmo no pior caso é dada por:

T( n, m ) = O( 1 ) + O( ( n + m ) * 2n - 1 ) + O( ( n + m ) * 3n - 1 ) + ... + O( ( n + m ) * nn - 1 )

onde O( 1 ) vem dos testes para saber se o grafo tem 0 ou 1 nós e das inicializações antes do loop que chama K_Colorir. Continuando-se as contas, chega-se a:

T( n, m ) = O( n * ( 2n - 1 + 3n - 1 + ... + nn - 1 ) + m * ( 2n - 1 + 3n - 1 + ... + nn - 1 ))

Como 

2i + 3i + ... + ni  < ni + ... + ni = ( n - 1 ) * ni < ni + 1 , 

um limite superior para T( n, m ) é:

T( n, m ) = O( n * nn + m * nn ) = O( nn + 1 + m * nn )


No melhor caso, quando o grafo é esparso (m ( n), T( n ) = O( nn + 1 ). Já quando o grafo é denso (m ( n2), T( n ) = O( nn + 2 ).  

5.4) Implementação em C:
int iK_Colorir( tpGrafo Grafo   ,

                int     iNumNos ,

                int     iMaxCor ,

                int*    Cores    ) {

   int i ;

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

      Cores[ i ] = 0 ;

   } /* for */

   Grafo[ 0 ].iNumCor = 1 ;

   i = 1 ;

   while ( (i > 0) && (i < iNumNos) ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = iPegarMenorCor( Grafo, i, Cores ) ;

      if ( Grafo[ i ].iNumCor > iMaxCor ) {

         Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

         i-- ;

      } else {

         i++ ;

      } /* if */  

   } /* while */

   if (i == iNumNos) {

      return 1 ;

   } /* if */  

   return 0 ;

} /* iK_Colorir */

int iColExato( tpGrafo Grafo   ,

               int     iNumNos  ) {

   int  c                                                 ;

   int* Cores = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   if ( Cores == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   if ( iNumNos == 0 ) {

      c = 0 ;

   } else {

      c = 1 ;

      if ( iNumNos == 1 ) {

         Grafo[ 0 ].iNumCor = 1 ;

      } else {

         do {

            c++ ;

         } while ( !iColorir( Grafo, iNumNos, c, Cores ) ) ; /* do */

      } /* if */

   } /* if */

   free( Cores ) ;

   return c ;

} /* iColExato */

5.5) Análise da Sua Complexidade Empiricamente:

O gráfico de medida de tempo de execução, que foi obtido para gráficos com densidade zero, ficou uma reta, como pode ser notado ao compará-lo com uma reta, como pode ser visto a seguir. Isso aconteceu porque este grafo é muito esparso, sendo, na maioria das vezes, uma estrela com o nó zero sendo o centro da mesma, onde há poucas arestas além das que liga o nó zero a um nó de 1 até n - 1. Portanto, estes grafos quase sempre ficam bi-partidos. Como colorir um grafo bi-partido é fácil e fazê-lo para grafos esparsos é O( n ), como já dito anteriormente, o resultado obtido é bastante razoável. As discrepâncias observadas vêem do fato de que não necessariamente estes grafos são estrelas perfeitas. Como eles são gerados aleatoriamente, quanto mais nós tem o grafo, maior a possibilidade de haver outas arestas, e isso pode ter sido a causa destes desníveis do gráfico. E quanto mais arestas, obviamente, pior o desempenho do algoritmo, de acordo com as análises teóricas feitas. Além disso, há o fato de a precisão do relógio do computador ser ruim, algo que geralmente fica bem aparente quanto o algoritmo roda rapidamente, como nesse caso.


Já os últimos dois gráficos cresceram exponencialmente, como já era esperado e, obviamente, para grafos completos (densidade = 1.0), a constante é muito maior do que para grafos com densidade 0.5, já que no primeiro caso muito mais chamadas a função K_Colorir serão necessárias. Além disso, a complexidade do algoritmo é maior quanto maior o número de arestas do grafo, o qual é claramente maior para grafos de densidade 1.0.
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5.6) Como Melhorar o Algoritmo:


Apesar de não ser um algoritmo totalmente ingênuo, ele poderia ser mais esperto ao realizar o corte de outras tentativas de coloração que não são possíveis. O problema é que ele tenta colorações equivalentes a algumas que já foram tentadas sem sucesso e, por isso, poderiam ser descartadas. Isso foi notado ao se fazer o traço da implementação do algoritmo, quando um nó é colorido com uma cor ainda não utilizada por nenhum outro e, durante o processo de backtracking, outra cor ainda não utilizada pelos vértices anteriores é atribuída ao mesmo.


Se esse corte fosse feito a todos os vértices além do primeiro (isso já é feito ao quando só se tenta colori-lo com a cor 1), o algoritmo certamente seria bem acelerado. Contudo, ainda assim seria exponencial.    

6) ALGORITMOS APROXIMADOS:

Como o problema da coloração de grafos com o menor número de cores é difícil e, portanto, não se conhece um algoritmo exato eficiente que dê a coloração mínima, alguns algoritmos aproximados eficientes serão dados aqui para a obtenção de uma solução aproximada.

Em todos estes algoritmos, também será considerado que o grafo é conexo, pelo mesmo motivo apresentado anteriormente. Ainda, em cada um deles, as cores novamente serão representadas por números.

Também, nas implementações dos algoritmos onde há a escolha de um nó qualquer em um dado conjunto, sempre será escolhido o nó de menor número pertencente ao conjunto. Isso foi feito para que sempre seja dada uma mesma coloração para o mesmo grafo.

Como estes algoritmos não são exatos, sempre existe um grafo contra-exemplo para o qual os mesmos não dão a coloração mínima. Então, tal contra-exemplo será apresentado juntamente com a comparação entre o resultado obtido na saída do algoritmo com uma coloração com menos cores distintas para o grafo. Este grafo sempre será colorido de acordo com a ordem dos vértices, como dito acima.
6.1) Escolhendo um Nó de Cada Vez:
6.1.1) A idéia do Algoritmo:


Este é um algoritmo guloso bem simples para se obter uma aproximação do menor número de cores necessárias para colorir um grafo. Simplesmente um nó qualquer é escolhido dentre os que ainda não estão coloridos e lhe é atribuído um número representando a menor cor livre, isto é, a primeira ainda não ocupada por algum vizinho. Ele é guloso porque, ao colorir cada nó, ele sempre tenta usar a menor cor disponível para obter a melhor solução no momento da coloração de um vértice, mas que não será necessariamente a ótima no final.

6.1.2) Algoritmo em Pseudo-Código:

Entrada: G( V, A ), o qual é um grafo conexo não orientado

cor( i ) ( 0 para todo nó i ( V 

escolha um nó arbitrário v ( V 

cor( v ) ( 1

V’ ( V - { v }

repeat while V’ ( (
   u ( um nó arbitrário pertencente a V’

   S ( todos os nós adjacentes a u

   cor( u ) ( a menor cor ainda não atribuída a nenhum nó em S

   V’ ( V’ - { u }

endrepeat

k ( maior cor atribuída a um nó

Saída: k e a cor de cada vértice em V

6.1.3) Grafo Contra-Exemplo:

 Fazendo a escolha dos nós na qual os mesmos são precorridos na ordem crescente da sua numeração, tem-se o seguinte grafo contra-exemplo:
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6.1.4) Análise da Sua Complexidade Analiticamente:

Neste algoritmo, cada nó é percorrido uma vez durante a inicialização das cores, uma vez na criação de V’ e uma vez na hora em cada um é colorido. Já na hora em que um vai ser colorido, todos os seus vizinhos são pesquisados para achar qual a menor cor livre duas vezes (assim como no algoritmo anterior). Somando todas as pesquisas a vizinhos, cada aresta é analisada quatro vezes, já que o grafo é não dirigido. Sendo n = | V | e           m = | A |, a complexidade deste algoritmo é 

T( n, m ) = 3 * O( n ) + 4 * O( m ) = O( n ) + O( m ) = O( n + m )


No melhor caso, quando o grafo é esparso (m ( n), T( n ) = O( n ). Já quando o grafo é denso (m ( n2), T( n ) = O( n2 ). 

6.1.5) Implementação em C:

int iColUmNoCadaVez( tpGrafo Grafo   ,

                     int     iNumNos  ) {

   int  i                                                 ,

        k     = 0                                         ;

   int* Cores = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   if ( Cores == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

   } /* for */   

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = iPegarMenorCor( Grafo, i, Cores ) ;

      if ( k < Grafo[ i ].iNumCor ) k = Grafo[ i ].iNumCor ;

   } /* for */

   free( Cores ) ;

   return k;

} /* iColUmNoCadaVez */

6.1.6) Análise da Sua Complexidade Empiricamente:


Para grafos esparsos, a complexidade deste algoritmo é O( n ) como calculado na teoria, o que é comprovado pelo gráfico de tempo de resposta obtido como saída do algoritmo para grafos com densidade 0.0, o qual é comparado com uma reta. Ainda, tem-se o fato de estes grafos serem em geral bi-partidos, como explicado no algoritmo exato. Para densidade 0.0, para este algoritmo, também houve muita discrepância, cuja explicação é a mesma dada para o algoritmo anterior.


Já para grafos com densidade 0.5 e 1.0, o tempo de resposta do algoritmo cresceu quadraticamente como esperado, o que é confirmado com as parábolas colocadas nos dois últimos gráficos. Chama-se a atenção que quando a densidade é 0.5, são gerados grafos que, na média, têm a metade das arestas de um grafo completo e, portanto,                        m = n * ( n - 1 ) / 4, o que faz m = O( n2 ). Nota-se que o desempenho do algoritmo foi pior para grafos completos porque m, o número de arestas, é maior, já que                                 T( n, m ) = O( n + m ). 

Por fim, para a densidade 0.5, houve uma certa discrepância na curva obtida em relação a uma parábola de fato. Isso acontece porque grafos muito distintos podem ser gerados esta densidade para um dado n. Mesmo com a função de teste gerando 3 grafos com um dado número de nós para uma densidade, colorindo-se cada um dos três e tirando-se a média do tempo de execução, ocorre oscilações na curva (na implementação inicial, apenas um grafo foi testado para cada n e cada densidade, e a oscilação era muito maior).
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6.2) Utilizando Busca em Altura:

6.2.1) A idéia do Algoritmo:


Este algoritmo, também guloso pelo mesmo motivo do anterior, é uma modificação do algoritmo básico de busca em profundidade, onde um nó é marcado com a menor cor livre (a menor cor que não é usada por um vizinho) quando ele é visitado, ao invés de o mesmo simplesmente ser marcado como já visitado.

6.2.2) Algoritmo em Pseudo-Código:

procedure Profundidade( u )

   visite u

   S ( todos os nós adjacentes a u

   cor( u ) ( a menor cor ainda não atribuída a nenhum nó em S

   for each w ( S

      if cor( w ) = 0 

      then

         Profundidade( w )

   endfor

   return

endpro

Entrada: G( V, A ), o qual é um grafo conexo não orientado

   cor( i ) ( 0 para todo nó i ( V

   escolha um nó arbitrário v ( V, se existir um 

   Profundidade( v )

   k ( maior cor atribuída a um nó

Saída: k e a cor de cada vértice em V

6.2.3) Grafo Contra-Exemplo:
Começando a coloração pelo nó 1 e sempre aplicando o procedimento Profundidade para os vizinhos de um determinado vértice na ordem crescente de sua numeração, tem-se o seguinte grafo contra-exemplo:







6.2.4) Análise da Sua Complexidade Analiticamente:
Neste algoritmo, cada nó é percorrido uma vez durante a inicialização das cores e na hora em cada um é colorido durante a busca em profundidade. Já na hora em que um vai ser colorido, todos os seus vizinhos são pesquisados duas vezes para ver qual a menor cor livre e mais uma vez para ver quais vértices entre os nós adjacentes ainda não receberam cor para fazer a busca em profundidade recursivamente. Somando todas as pesquisas a vizinhos, cada aresta é analisada seis vezes (quatro vezes para ver a menor cor entre os vizinhos e duas vezes durante a busca em altura recursivamente, já que o grafo é não dirigido). Sendo n = | V | e m = | A |, a complexidade deste algoritmo é 

T( n, m ) = 2 * O( n ) + 6 * O( m ) = O( n ) + O( m ) = O( n + m )


Este resultado era esperado, já que O( n + m ) é a complexidade da pesquisa em profundidade básica. No melhor caso, quando o grafo é esparso (m ( n), T( n ) = O( n ). Já quando o grafo é denso (m ( n2), T( n ) = O( n2 ).
6.2.5) Implementação em C:


Para melhorar a eficiência deste algoritmo, ele não foi implementado recursivamente e, sim, utilizando uma pilha. Com isso, ele fica semelhante ao da coloração em largura, onde a fila é trocada por uma pilha.

int iColAltura( tpGrafo Grafo   ,

                int     iNumNos  ) {

   int       i                                                   ,

             iNo                                                 ,

             iNumPlh = 0                                         ;

   int*      Pilha   = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   int*      Cores   = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   tpVizinho Vizinho                                             ;

   if ( Pilha == NULL 

     || Cores == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   if ( iNumNos == 0 ) {

      return 0 ;

   } /* if */

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

   } /* for */

   i = 0 ;

   Grafo[ 0 ].iNumCor = 1 ;

   EMPILHAR( 0, Pilha, iNumPlh ) ;

   while ( iNumPlh > 0 ) {

      iNo = DESEMPILHAR( Pilha, iNumPlh ) ;

      if ( i < Grafo[ iNo ].iNumCor ) i = Grafo[ iNo ].iNumCor;

      for ( Vizinho = Grafo[ iNo ].pVizinho ; Vizinho != NULL ;

            Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ) {

         iNo = Vizinho->iNumNo ;

         if ( Grafo[ iNo ].iNumCor == 0 ) {

            Grafo[ iNo ].iNumCor = iPegarMenorCor( Grafo, iNo, Cores ) ;

            EMPILHAR( iNo, Pilha, iNumPlh ) ;

         } /* if */

      } /* for */

   } /* while */

   free( Pilha ) ;

   free( Cores ) ;

   return i ;

} /* iColAltura */

6.2.6) Análise da Sua Complexidade Empiricamente:

O que foi dito em termos de análise empírica para o algoritmo anterior vale para este também. Só é importante ressaltar que as constantes que regem as curvas de comparação para este são maiores do que as obtidas no algoritmo anterior e idem quanto as próprias curvas de tempo de saída, especialmente com relação aos gráficos para densidade 1.0. Isso aconteceu porque a constante teórica também é maior, como pode ser visto quando se analisa os cálculos das complexidades de ambos os algoritmos.
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6.3) Utilizando Busca em Largura:
6.3.1) A idéia do Algoritmo:


Este é semelhante ao algoritmo anterior, só que usando busca em largura ao invés de busca em profundidade.

6.3.2) Algoritmo em Pseudo-Código:

Entrada: G( V, A ), o qual é um grafo conexo não orientado

if | V | = 0

then

   k ( 0

   stop

else

   cor( i ) ( 0 para todo nó i ( V

   escolha um nó arbitrário v ( V

   visite v

   cor( v ) ( 1

   Q ( (, onde Q é uma fila

   enfile v em Q 

   repeat while Q ( (
      u ( head( Q )

      S ( todos os nós adjacentes a u

      for each w ( S

         if cor( w ) = 0 

         then

            visite w

            S’ ( todos os nós adjacentes a w

            cor( w ) ( a menor cor ainda não atribuída a nenhum nó 

                        em S’

            enfile w em Q

      endfor

      desenfile u de Q  

   endrepeat

   k ( maior cor atribuída a um nó

Saída: k e a cor de cada vértice em V

6.3.3) Grafo Contra-Exemplo:
Começando a coloração pelo nó 1 e enfilerando os vizinhos de um determinado vértice na fila na ordem crescente de sua numeração, tem-se o seguinte grafo contra-exemplo (grafo de Petersen):




6.3.4) Análise da Sua Complexidade Analiticamente:
Neste algoritmo, cada nó é percorrido uma vez durante a inicialização das cores e na hora em cada um é colorido durante a busca em largura. Já na hora em que um vai ser colorido, todos os seus vizinhos são pesquisados duas vezes para ver qual a menor cor livre. Uma outra vez também ocorre ao tirar um nó da fila para ver quais vértices entre os nós adjacentes ainda não receberam cor para continuar a busca em largura. Somando todas as pesquisas a vizinhos, cada aresta é analisada seis vezes (quatro vezes para ver a menor cor entre os vizinhos e duas vezes durante a procura por vizinhos ainda não coloridos, já que o grafo é não dirigido). Sendo n = | V | e m = | A |, a complexidade deste algoritmo é 

T( n, m ) = 2 * O( n ) + 6 * O( m ) = O( n ) + O( m ) = O( n + m )


Este resultado era esperado, já que O( n + m ) é a complexidade da pesquisa em largura básica. No melhor caso, quando o grafo é esparso (m ( n), T( n ) = O( n ). Já quando o grafo é denso (m ( n2), T( n ) = O( n2 ).
6.3.5) Implementação em C:

int iColLargura( tpGrafo Grafo   ,

                 int     iNumNos  ) {

   int       i                                                   ,

             iNo                                                 ,

             iNumFil = 0                                         ,

             iFimFil = 0                                         ;

   int*      Fila    = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   int*      Cores   = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   tpVizinho Vizinho                                             ;

   if ( Fila == NULL 

     || Cores == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   if ( iNumNos == 0 ) {

      return 0 ;

   } /* if */

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

   } /* for */

   i = 0 ;

   Grafo[ 0 ].iNumCor = 1 ;

   ENFILEIRAR( 0, Fila, iFimFil, iNumFil, iNumNos ) ;

   while ( iNumFil > 0 ) {

      iNo = DESENFILEIRAR( Fila, iFimFil, iNumFil, iNumNos ) ;

      if ( i < Grafo[ iNo ].iNumCor ) i = Grafo[ iNo ].iNumCor;

      for ( Vizinho = Grafo[ iNo ].pVizinho ; Vizinho != NULL ;

            Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ) {

         iNo = Vizinho->iNumNo ;

         if ( Grafo[ iNo ].iNumCor == 0 ) {

            Grafo[ iNo ].iNumCor = iPegarMenorCor( Grafo, iNo, Cores ) ;

            ENFILEIRAR( iNo, Fila, iFimFil, iNumFil, iNumNos ) ;

         } /* if */

      } /* for */

   } /* while */

   free( Fila ) ;

   free( Cores ) ;

   return i ;

} /* iColLargura */

6.3.6) Análise da Sua Complexidade Empiricamente:


O que foi dito em termos de análise empírica para o segundo algoritmo aproximado vale para este também. Nota-se que as constantes que regem as curvas de comparação e os gráficos obtidos como saída para este algoritmo são ligeiramente maiores do que a do anteiror. Considerando o fato de que a implementação de ambos foi idêntica, sendo a única diferença é que no anterior foi usada uma pilha e neste uma fila, e que as ações de colocar e retirar um elemento de uma fila implementadas possuem mais operações do que as da pilha, acredita-se que foi esta implementação de pilha e fila que fez com que o anterior fosse ligeiramente mais eficiente.

Pilha:

#define EMPILHAR(E, P, N)         P[ N++ ] = E

#define DESEMPILHAR(P, N)         P[ --N ]

Fila:

#define ENFILEIRAR(E, F, T, N, M) F[ T = ( T + 1 ) % M ] = E ; N++

#define DESENFILEIRAR(F, T, N, M) F[ ( M + T -( --N ) ) % M ]
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6.4) Utilizando uma Cor de Cada Vez:

6.4.1) A idéia do Algoritmo:


Neste algoritmo, uma determinada cor é escolhida de cada vez e tenta-se colorir todos os nós ainda não coloridos do grafo com a mesma, onde um nó só será colorido se seus vizinhos não possuírem a mesma cor que está tentando se atribuir ao mesmo. Este processo é repetido até que todos os nós do grafo estejam coloridos.


Uma observação a ser feita é que este algoritmo realiza exatamente a mesma coloração que o primeiro algoritmo aproximado se os vértices forem percorridos na mesma ordem em ambos. Isso acontece porque os dois dão a menor cor possível para cada vértice. 

6.4.2) Algoritmo em Pseudo-Código:

Entrada: G( V, A ), o qual é um grafo conexo não orientado

c ( 1

V’ ( V

n ( | V |

cor( i ) ( 0 para todo nó i ( V

repeat while V’ ( (
   W ( (
   for i ( 1 to n

      if i ( V’ and i não é adjacente a nenhum nó em W 

      then 

         cor( i ) ( c

         W ( W ( { i }

         V’ ( V’ - { i }

   endfor

   c ( c + 1

endrepeat

c ( c - 1
Saída: c e a cor de cada vértice em V

6.4.3) Grafo Contra-Exemplo:

O grafo contra-exemplo para este algoritmo é o mesmo obtido para a coloração utilizando busca em altura, com a mesma coloração como resultado, que não é mínima. 

6.4.4) Análise da Sua Complexidade Analiticamente:
Neste algoritmo, cada nó é percorrido uma vez durante a inicialização das cores e uma vez na criação de V’. Já a cada iteração do laço repeat while, pelo menos um vértice deve ser colorido no caso de um grafo completo (pior caso), então o número de iterações do laço repeat while é de no máximo | V |. O laço for é executado também | V | vezes a cada iteração do laço repeat while. Para cada nó, todos seus vizinhos são analisados no pior caso na condição do if sem se levar em consideração questões de otimização na avaliação do and. Então, cada aresta é avaliada duas vezes, já que o grafo não é dirigido. Sendo        n = | V | e m = | A |, a complexidade deste algoritmo é 

T( n, m ) = 2 * O( n ) + n * ( O( n ) + 2 * O( m ) ) = O( n2 + nm ) 

No melhor caso, quando o grafo é esparso (m ( n), T( n ) = O( n2 ). Já quando o grafo é denso (m ( n2), T( n ) = O( n3 ).

6.4.5) Implementação em C:

int iColUmaCorCadaVez( tpGrafo Grafo   ,

                       int     iNumNos  ) {

   int       k                 ,     

             i                 ,     

             iNumBr  = iNumNos ;

   tpVizinho Vizinho           ;

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

   } /* for */   

   k = 0 ;

   while ( iNumBr > 0 ) {

      k++ ;

      for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

         if ( Grafo[ i ].iNumCor == 0 ) {

            for ( Vizinho = Grafo[ i ].pVizinho ; Vizinho != NULL ;

                  Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ) {

               if ( Grafo[ Vizinho->iNumNo ].iNumCor == k ) {

                  break ;

               } /* if */

            } /* for */

            if ( Vizinho == NULL )  {

               Grafo[ i ].iNumCor = k ;

               iNumBr-- ;

            } /* if */

         } /* if */

      } /* for */   

   } /* while */

   return k;

} /* iColUmaCorCadaVez */
6.4.6) Análise da Sua Complexidade Empiricamente:


Para o gráfico obtido com a saída do programa com grafos gerados com densidade 0.0, a explicação é semelhante a dada para o algoritmo exato.


Já para grafos com densidade 0.5, o gráfico obtido com o tempo de execução do algoritmo acompanha uma parábola, como mostra o segundo gráfico. Sabe-se que ele só acompanharia uma cúbica no pior caso, quando o grafo fosse completo (densidade 1.0), pois, se assim fosse, o loop principal do algoritmo é executado n vezes. Mas, para gráficos com densidade 0.5, para grafos com 100 nós, por exemplo, o maior número de cores que este algoritmo produziu nos testes executados foi 22. 


Já para grafos com densidade 1.0, o gráfico obtido é uma cúbica quase que perfeita, como mostra o último gráfico.


Como este algoritmo é menos eficiente do que o primeiro aproximado para todos os tipos de densidade de grafos analisados, e considerando o fato de que ambos são equivalentes, fica óbvio que é melhor escolher o outro a este. 
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6.5) Escolhendo Primeiro o Nó de Maior Grau:
6.5.1) A idéia do Algoritmo:


O primeiro algoritmo aproximado (e, conseqüentemente, o último) pode ser melhorado se for considerado o seguinte fato: quanto maior o grau de um vértice, mais difícil será colorir esse vértice. Por ter mais vértices adjacentes do que os outros, esse vértice fica mais restringido para seleção de uma cor. Então, tal vértice deveria ser colorido o mais cedo possível. 


Portanto, a melhoria feita no primeiro algoritmo será a seguinte: os nós serão coloridos em ordem não-crescente de grau. Para isso, antes de começar a coloração, o grau dos nós deve ser calculado e os vértices devem ser ordenados de acordo com este valor. 

6.5.2) Algoritmo em Pseudo-Código:

Entrada: G( V, A ), o qual é um grafo conexo não orientado

cor( i ) ( 0 para todo nó i ( V 

V’ ( V ordenado em ordem não-crescente de grau

repeat while V’ ( (
   u ( pega o primeiro nó de V’

   S ( todos os nós adjacentes a u

   cor( u ) ( a menor cor ainda não atribuída a nenhum nó em S

   V’ ( V’ - { u }

endrepeat

k ( maior cor atribuída a um nó

Saída: k e a cor de cada vértice em V

6.5.3) Grafo Contra-Exemplo:

 Fazendo a escolha dos nós na qual quando há nós de mesmo grau o escolhido é o com menor número, tem-se o seguinte contra-exemplo:



6.5.4) Análise da Sua Complexidade Analiticamente:

O loop de coloração deste algoritmo possui a mesma complexidade do primeiro algoritmo aproximado, a qual é T( n, m ) = O( n + m ). Porém, antes disso, o grau de cada nó deve ser calculado, cuja complexidade é O( n + m ). E, posteriormente, há a ordenação dos nós de acordo com o grau, o que é O( n * log( n ) ) para algoritmos como o merge sort ou heap sort. Portanto, a complexidade total do algoritmo é O( n * log( n ) + m )


No melhor caso, quando o grafo é esparso (m ( n), T( n ) = O( n * log( n ) ). Já quando o grafo é denso (m ( n2), T( n ) = O( n2 ). 

6.5.5) Implementação em C:


Para a ordenação dos nós pelo grau, foi usado o quick sort, embora ele possa ser quadrático em alguns casos extremos. Todavia, esta foi a escolha feita porque ele se mostrou mais eficiente do que os outros métodos de ordenação no trabalho de análise de algoritmos de ordenação. Para este problema, o quick sort utilizado foi o oferecido pela biblioteca do Visual C++, que é a função qsort( ). 

int iColMaiorGrauPrim( tpGrafo Grafo   ,

                       int     iNumNos  ) {

   int       i                                                             ,

             k       = 0                                                   ;

   int*      Cores   = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos )           ;

   tpGrauNos GrauNos = ( tpGrauNos )malloc( sizeof( tpGrauNo ) * iNumNos ) ;

   if ( GrauNos == NULL 

     || Cores == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      tpVizinho Vizinho ;

      GrauNos[ i ].iNumNo = i ;

      GrauNos[ i ].iGrauNo = 0 ;

      for ( Vizinho = Grafo[ i ].pVizinho ; Vizinho != NULL ;

                                            Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ) {

         GrauNos[ i ].iGrauNo++ ;

      } /* for */

   } /* for */

   qsort( ( void * )GrauNos, iNumNos, sizeof( tpGrauNo ), iComparar ) ;

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

   } /* for */   

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      int j = GrauNos[ iNumNos - i - 1 ].iNumNo ;

      Grafo[ j ].iNumCor = iPegarMenorCor( Grafo, j, Cores ) ;

      if ( k < Grafo[ j ].iNumCor ) {

         k = Grafo[ j ].iNumCor ;

      } /* if */

   } /* for */

   free( Cores ) ;

   free( GrauNos ) ;

   return k;

} /* iColMaiorGrauPrim */
6.5.6) Análise da Sua Complexidade Empiricamente:


Para grafos esparsos, a complexidade deste algoritmo é O( n * log( n ) ) como calculado na teoria, o que parece ser comprovado pelo gráfico de tempo de resposta obtido como saída do algoritmo para grafos com densidade 0.0, o qual é comparado com o gráfico da função 6,5 * 10-7 * n * log( n ). Como dito na análise analítica, o que o faz ser                  O( n * log( n ) ) é a ordenação dos nós.


Para grafos com densidade 0.5 e 1.0, o que foi dito em termos de análise empírica para o primeiro algoritmo aproximado vale para este também. Nota-se que as constantes que regem as curvas de comparação e, conseqüentemente, os gráficos obtidos como saída para este algoritmo são ligeiramente maiores do que a do outro algoritmo, o que é certamente causado pela ordenação dos vértices e o cálculo dos graus dos mesmos.
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7) ANÁLISE COMPARATIVA DOS NÚMEROS DE CORES DADOS 

    PELOS ALGORITMOS:


É interessante comparar o quão boa foi a coloração de um grafo dada por um algoritmo aproximado em relação ao número cromático e entre as demais heurísticas. Neste capítulo isso será feito para grafos de densidade 0.5, já que para densidade 0.0 a maioria dos grafos é bi-partido e, portanto, quase sempre somente duas cores são utilizadas e, para densidade 1.0, o número de cores é sempre o número de vértices, porque o grafo é completo.


Para cada algoritmo e para cada número de nós, o número de cores obtido foi a média para a coloração de três grafos diferentes, já que com densidade 0.5 muitos grafos distintos podem ser criados. E com esse número de cores, foi plotado um gráfico com o número de cores versus o número de nós.


Note-se que os quatro primeiros algoritmos aproximados tiveram resultados bem próximos. Nesse caso, se é para escolher um desses para usar, é melhor o que escolhe um nó de cada vez (a primeira heurística), por ser o mais eficiente, como já verificado. Percebe-se também que o fato de se ordenar os nós em ordem não-crescente de grau e começar a colori-los nessa ordem resulta em um menor número de cores na média. Portanto, dos algoritmos aproximados, este foi o que obteve as melhores colorações.


Por fim, tem-se que o exato foi o que obteve as melhores colorações, como era esperado. Porém, ele é muito ineficiente por ser exponencial. Por isso, o número de nós dos grafos testados para ele só foi até 33, onde a coloração dura em torno de 4 h.
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8) ESTRUTURA DE DADOS USADA PARA OS GRAFOS:
A estrutura de dados utilizada para armazenar um grafo G = ( V, A ) é um vetor de     | V | estruturas que consistem de um campo para armazenar uma cor (representada por um inteiro) e um ponteiro para uma lista de adjacências, sendo uma estrutura para cada vértice de V. Para cada u ( V, a lista de adjacências de u contém (aponta para) todos os vértices de u nos quais há uma aresta ( u, v ) ( A. Ou seja, a lista de adjacências consiste em uma lista encadeada de todos os vértices adjacentes a u em G. Já cada elemento da lista encadeada é formado por um inteiro, o qual determina um nó do grafo vizinho a u, e um ponteiro para o próximo elemento da lista encadeada. O formato da estrutura de dados é o seguinte (onde o campo cor foi representado por uma cor na figura):


um grafo não-orientado G com 5 vértices e 7 arestas colorido e 

uma representação com a estrutura de dados utilizada neste trabalho de G

Note-se que como para cada vértice de V tem-se uma estrutura que consiste de um inteiro e um ponteiro e para cada aresta de A há duas estruturas que consistem de um inteiro e um ponteiro, e adicionalmente tem-se que em C o tamanho de um inteiro é igual ao tamanho de um ponteiro, o total de memória utilizada para um grafo G = ( V, A ) é                2 ( | V | + 4 ( | A |. Para grafos densos, onde | A | ( | V |2, o total de memória será de aproximadamente 2 ( | V | + 4 ( | V |2 . Já para grados esparsos, onde | A | ( | V |, este valor será de aproximadamente 2 ( | V | + 4 ( | V | = 6 . | V |. 

Uma outra forma de representar este grafo é através de uma matriz de adjacências, onde é utilizada uma matriz de ordem | V | de tal forma que se ( u, v ) ( A, então auv = 1 e 0 caso contrário. Neste caso, juntamente com um vetor de cores dos vértices, o espaço utilizado é sempre | V | + | V |2. Portanto, esta representação é melhor para grafos densos, mas muito pior para grafos esparsos. Por isso, a primeira foi a escolhida ser usada nas implementações dos algoritmos.

9) METODOLOGIA USADA NA ANÁLISE EMPÍRICA DOS

    ALGORITMOS:

Os grafos utilizados nos testes de avaliação dos algoritmos de coloração de grafos são gerados de forma a produzir grafos aleatórios. É utilizado um algoritmo para a construção de grafos aleatórios, que utiliza um número de 0 a 1 para indicar o grau de densidade do grafo a ser gerado. A construção de um grafo consiste em pegar os vértices do grafo a ser gerado dois a dois e sortear um número pseudo-aleatório entre 0 e 1 e, se o número for menor ou igual do que o grau de densidade, então uma aresta entre os dois vértices adotados é criada; caso contrário, não. Note-se que o grau de densidade obviamente influência na densidade dos grafos gerados. Quanto maior, maior a probabilidade do grafo ser mais denso.

Neste método de se gerar grafos, pode-se conseguir grafos não-conexos. Como para realizar a coloração é desejado que o grafo seja conexo, após o passo descrito anteriormente, uma busca em profundidade é realizada a partir de todos os nós do grafo ainda não visitados para se achar as componentes conexas do grafo. Após isso, se houver mais de uma componente conexa, o nó de número mais baixo de cada componente que não seja a primeira é ligado ao nó zero, juntando assim todas em uma só, tornando o grafo conexo.

Durante este processo, o grafo é criado de tal forma que os vértices em cada lista de adjacências fiquem ordenados de forma crescente em relação ao número do nó. Isto é feito para que um dado grafo com uma dada numeração sempre obtenha a mesma coloração em um algoritmo.

Na implementação foi utilizada a função de geração de números pseudo-aleatórios rand( ), a qual retorna um inteiro pseudo-aleatório entre 0 e a constante RAND_MAX, da biblioteca da linguagem C, inicializada com o valor do relógio interno do computador através da chamada srand( time( NULL ) ) logo no início do programa. Como se deseja sortear números de 0 a 1, o valor gerado por rand( ) foi dividido por RAND_MAX.

Como grafos muito diferentes podem ser criados quando a densidade é menor do que 1 (grafos completos), para cada algoritmo e para cada número de nós, 3 grafos diferentes foram gerados, coloridos e o tempo de resposta para um grafo de um dado | V | foi considerado como a média aritmética do valor obtido para cada um dos três. Percebe-se que, quando a densidade utilizada é zero, o grafo é quase que uma estrela com o nó central sendo o zero. Isso acontece porque ligar o nó zero as demais componentes conexas foi a maneira de tornar o grafo conexo. Ainda, não costuma ser uma estrela perfeita porque a rand( ) retorna zero em alguns casos. 

Já para se medir tempo, foi usada a função clock( ), a qual retorna o número de ticks de relógio do processador transcorridos. O valor retornado é o produto da quantidade de tempo que passou desde o início do processo e o valor da constante CLOCKS_PER_SEC.

Se esta função for chamada num determinado instante, chamá-la novamente depois da execução de um algoritmo de coloração para depois medir o intervalo de tempo não é uma boa solução, pois a precisão de tempo do computador é muito ruim, o que faria com que os valores de tempo obtidos fossem muito ruins para grafos pequenos. 

Por isso, realizou-se várias vezes a coloração de três grafos com um dado | V | e uma dada densidade e, após isso, chamou-se a função clock( ) novamente para se calcular o instante final. Depois, calculou-se a diferença de tempo entre os instantes antes e depois destas várias chamadas para estes grafos. Posteriormente, foi calculada a diferença entre estes dois instantes em segundos e o resultado foi dividido pelo número de vezes que o valor foi calculado vezes três. Desta maneira, foi possível maior precisão para os resultados. 

É importante também explicar como foi implementada a função que acha uma cor não utilizada para os vizinhos de um dado nó de um grafo. Primeiramente, é inicializado um vetor de cores, com zero nas primeiras posições que vão da posição 0 até o número de vizinhos -1 do vértice considerado. Este vetor tem como tamanho o número total de vértices do grafo, pois é o maior número de cores que pode o grafo possuir. Porém, não é preciso considerar mais cores do que o número de vizinhos na busca por uma cor não utilizada. 

Depois da inicialização do vetor de cores, os vizinhos são percorridos e, para cada cor utilizada, se ela está no intervalo entre a cor atual do nó + 1 e o número de adjacentes + a cor atual do nó, a cor é marcada como utilizada. Depois disso, o vetor de cores é percorrido e é escolhida a menor cor. Note-se que não é necessário percorrer o vetor de cores totalmente na busca pela menor cor. Basta percorrer o número de vizinhos a partir da posição inicial. Se todas as cores analisadas foram utilizadas, colore-se o nó com a cor correspondente ao número de vizinhos + a cor atual do nó + 1. Nesta função, a menor cor do nó atual é utilizada porque no algoritmo exato, quer se pegar a menor cor livre a partir da cor atual. Nos outros algoritmos que usam esta função, o vértice a ser pintado estará sempre com a cor zero antes de ser colorido.  


Chama-se a atenção de que não foi utilizada as chamadas malloc( ) e free( ) dentro da função explicada acima, porque são muito lentas. Afinal, são chamadas de sistema. Por isso, o vetor de cores é alocado uma só vez ao iniciar o algoritmo de coloração que o usa e só é desalocado no final do mesmo, com o maior tamanho necessário | V |, quando um nó é ligado a todos os outros, utilizando essas chamadas.

Com relação a faixa de tamanhos de nós de um grafo utilizada para cada algoritmo, ela foi escolhida de forma compatível com sua velocidade de processamento e com a densidade dos grafos testados, assim como o número de repetições que cada algoritmo foi executado para um dado grafo. Eis aqui os valores utilizados:

	algoritmo
	densidade
	mAIOR valor
	REPETIÇões

	Exato
	0.0
	100
	5000

	
	0.5
	23
	1000

	
	1.0
	10
	1000

	Escolhendo um nó de cada vez
	0.0
	100
	5000

	
	0.5
	100
	5000

	
	1.0
	100
	3000

	Utilizando busca em altura
	0.0
	100
	2000

	
	0.5
	100
	2000

	
	1.0
	100
	1000

	Utilizando busca em Largura
	0.0
	100
	2000

	
	0.5
	100
	2000

	
	1.0
	100
	1000

	Utilizando uma cor de cada vez
	0.0
	100
	10000

	
	0.5
	100
	5000

	
	1.0
	100
	5000

	Nó de maior grau primeiro
	0.0
	100
	2000

	
	0.5
	100
	2000

	
	1.0
	100
	1000


Os detalhes sobre como tudo dito acima foi implementado está no código fonte a seguir.

Os dados das saídas dos algoritmos estão tabulados de forma a poderem ser importados diretamente para programas de análise numérica como o Excel e o Microcal Origin. Para analisar algoritmos de coloração de grafos, foram usados como saída o número de cores obtido e o tempo de processamento. Para cada algoritmo, o número de cores apresentado na tabela foi a média encontrada para três grafos diferentes com o mesmo número de nós e a mesma densidade.

O ambiente onde foram feitos os testes foi numa janela DOS rodando sob o Windows 98 Second Edition, num Pentium III, 500 Mhz e 256 Mb RAM. O compilador utilizado foi o Microsof Visual C++ 6.0. Não foi utilizada nenhuma otimização na geração do executável. 

Já os gráficos foram gerados utilizando-se o programa Microcal Origin 4.1. Para se fazer as curvas de comparação mostradas juntamente com as medidas de tempo da execução dos algoritmos, foram utilizados ajustes manuais e os que são fornecidos pelo programa.  
10) CÓDIGO FONTE DO PROGRAMA COM OS ALGORITMOS   

       IMPLEMENTADOS:

/* coloracao.c */

#include <stdlib.h>

#include <stdio.h>

#include <time.h>

#include <search.h>

#define SZ_ERR_MEM "Erro de falta de memória.\nPrograma sendo abortado.\n"

#define EMPILHAR(E, P, N)         P[ N++ ] = E

#define DESEMPILHAR(P, N)         P[ --N ]

#define ENFILEIRAR(E, F, T, N, M) F[ T = ( T + 1 ) % M ] = E ; N++

#define DESENFILEIRAR(F, T, N, M) F[ ( M + T - ( --N ) ) % M ]

typedef struct tgVizinho* tpVizinho ;

typedef struct tgNo* tpGrafo ;

typedef struct tgGrauNo* tpGrauNos ;

typedef int tpAlgCol( tpGrafo Grafo   ,

                      int     iNumNos  ) ;

struct tgVizinho {

   int       iNumNo       ;

   tpVizinho pProxVizinho ;

} ;

typedef struct tgNo {

   int       iNumCor  ;

   tpVizinho pVizinho ;

} tpNo ;

typedef struct tgGrauNo {

   int iNumNo  ,

       iGrauNo ;

} tpGrauNo ;

tpGrafo CriarGrafo( int    iNumNos    ,

                    double dDensidade  ) ;

void DestruirGrafo( tpGrafo Grafo   ,

                    int     iNumNos  ) ;

void ColocarVizinho( tpNo* pNo     ,

                     int   iIndice  ) ;

void AcharComponentes( tpGrafo Grafo   , 

                       int     iNumNos  ) ;

void VisitarAlt( tpGrafo Grafo       ,

                 int     iComponente ,

                 int     iNo          ) ;

int iColExato( tpGrafo Grafo   ,

               int     iNumNos  ) ; 

int iColUmNoCadaVez( tpGrafo Grafo   ,

                     int     iNumNos  ) ;

int iColAltura( tpGrafo Grafo   ,

                int     iNumNos  ) ;

int iColLargura( tpGrafo Grafo   ,

                 int     iNumNos  ) ;

int iColUmaCorCadaVez( tpGrafo Grafo   ,

                       int     iNumNos  ) ;

int iColMaiorGrauPrim( tpGrafo Grafo   ,

                       int     iNumNos  ) ;

int iK_Colorir( tpGrafo Grafo   ,

                int     iNumNos ,

                int     iMaxCor ,

                int*    Cores    ) ;

int iPegarMenorCor( tpGrafo Grafo ,

                    int     iNo   ,

                    int*    Cores  ) ;

int iComparar( const void* Argumento_1 , 

               const void* Argumento_2  ) ; 

void AnalisarAlg( tpAlgCol* pAlgCol     ,

                  int       iMaxNos     ,

                  double    dRepeticoes ,

                  double    dDensidade  ,

                  char*     szAlgoritmo  ) ;

tpGrafo CriarGrafo( int    iNumNos    , 

                    double dDensidade  ) {

   int     i                                                     ,

           j                                                     ;

   tpGrafo Grafo = ( tpGrafo )malloc( sizeof( tpNo ) * iNumNos ) ;

   if ( Grafo == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */  

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = -1 ;

      Grafo[ i ].pVizinho = NULL ;

   } /* for */  

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      for ( j = i + 1 ; j < iNumNos ; j++ ) {

         if ( ( ( double )rand( ) / ( double )RAND_MAX ) <= dDensidade ) {

            ColocarVizinho( &Grafo[ i ], j ) ;

            ColocarVizinho( &Grafo[ j ], i ) ;

         } /* if */

      } /* for */

   } /* for */

   AcharComponentes( Grafo, iNumNos ) ;

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      int iComponente = Grafo[ i ].iNumCor ;

      if ( iComponente != 0 ) {

         ColocarVizinho( &Grafo[ i ], 0 ) ;

         ColocarVizinho( &Grafo[ 0 ], i ) ;

      } /* if */

      for ( j = i ; j < iNumNos ; j++ ) {

         if ( Grafo[ j ].iNumCor == iComponente ) {

            Grafo[ j ].iNumCor = 0 ;

         } /* if */

      } /* for */   

   } /* for */ 

   return Grafo ;

} /* CriarGrafo */

void DestruirGrafo( tpGrafo Grafo   , 

                    int     iNumNos  ) { 

   int       i          ;

   tpVizinho Vizinho    ,

             VizinhoAux ;

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Vizinho = Grafo[ i ].pVizinho ;

      while ( Vizinho != NULL ) {

         VizinhoAux = Vizinho ;

         Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ;

         free( VizinhoAux ) ;

      } /* while */

   } /* for */

   free( Grafo ) ;

} /* DestruirGrafo */

void ColocarVizinho( tpNo* pNo     ,

                     int   iIndice ) {

   tpVizinho Vizinho_1   = pNo->pVizinho                                     ,

             Vizinho_2   = NULL                                              ,

             NovoVizinho = ( tpVizinho )malloc( sizeof( struct tgVizinho ) ) ;

   if ( NovoVizinho == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   NovoVizinho->iNumNo = iIndice ;  

   while ( Vizinho_1 != NULL 

        && Vizinho_1->iNumNo < iIndice ) {

      Vizinho_2 = Vizinho_1 ;


   Vizinho_1 = Vizinho_1->pProxVizinho ;


} /* while */

   NovoVizinho->pProxVizinho = Vizinho_1 ;

   if ( Vizinho_2 == NULL ) {

      pNo->pVizinho = NovoVizinho ;

   } else {

      Vizinho_2->pProxVizinho = NovoVizinho ;

   } /* if */         

} /* ColocarVizinho */

void AcharComponentes( tpGrafo Grafo   , 

                       int     iNumNos  ) { 

   int i ;

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      if ( Grafo[ i ].iNumCor == -1 ) {

         VisitarAlt( Grafo, i, i ) ;

      } /* if */

   } /* for */

} /* AcharComponentes */

void VisitarAlt( tpGrafo Grafo       ,

                 int     iComponente ,

                 int     iNo          ) {

   tpVizinho Vizinho ;

   Grafo[ iNo ].iNumCor = iComponente ;

   for ( Vizinho = Grafo[ iNo ].pVizinho ; Vizinho != NULL ; 

                                           Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ) {

      if ( Grafo[ Vizinho->iNumNo ].iNumCor == -1 ) {

         VisitarAlt( Grafo, iComponente, Vizinho->iNumNo ) ;

      } /* if */

   } /* for */

} /* VisitarAlt */

int iColExato( tpGrafo Grafo   ,

               int     iNumNos  ) {

   int  c                                                 ;

   int* Cores = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   if ( Cores == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   if ( iNumNos == 0 ) {

      c = 0 ;

   } else {

      c = 1 ;

      if ( iNumNos == 1 ) {

         Grafo[ 0 ].iNumCor = 1 ;

      } else {

         do {

            c++ ;

         } while ( !iK_Colorir( Grafo, iNumNos, c, Cores ) ) ; /* do */

      } /* if */

   } /* if */

   free( Cores ) ;

   return c ;

} /* iColExato */

int iColUmNoCadaVez( tpGrafo Grafo   ,

                     int     iNumNos  ) {

   int  i                                                 ,

        k     = 0                                         ;

   int* Cores = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   if ( Cores == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

   } /* for */   

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = iPegarMenorCor( Grafo, i, Cores ) ;

      if ( k < Grafo[ i ].iNumCor ) k = Grafo[ i ].iNumCor ;

   } /* for */

   free( Cores ) ;

   return k;

} /* iColUmNoCadaVez */

int iColAltura( tpGrafo Grafo   ,

                int     iNumNos  ) {

   int       i                                                   ,

             iNo                                                 ,

             iNumPlh = 0                                         ;

   int*      Pilha   = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   int*      Cores   = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   tpVizinho Vizinho                                             ;

   if ( Pilha == NULL 

     || Cores == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   if ( iNumNos == 0 ) {

      return 0 ;

   } /* if */

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

   } /* for */

   i = 0 ;

   Grafo[ 0 ].iNumCor = 1 ;

   EMPILHAR( 0, Pilha, iNumPlh ) ;

   while ( iNumPlh > 0 ) {

      iNo = DESEMPILHAR( Pilha, iNumPlh ) ;

      if ( i < Grafo[ iNo ].iNumCor ) i = Grafo[ iNo ].iNumCor;

      for ( Vizinho = Grafo[ iNo ].pVizinho ; Vizinho != NULL ;

                                              Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ) {

         iNo = Vizinho->iNumNo ;

         if ( Grafo[ iNo ].iNumCor == 0 ) {

            Grafo[ iNo ].iNumCor = iPegarMenorCor( Grafo, iNo, Cores ) ;

            EMPILHAR( iNo, Pilha, iNumPlh ) ;

         } /* if */

      } /* for */

   } /* while */

   free( Pilha ) ;

   free( Cores ) ;

   return i ;

} /* iColAltura */

int iColLargura( tpGrafo Grafo   ,

                 int     iNumNos  ) {

   int       i                                                   ,

             iNo                                                 ,

             iNumFil = 0                                         ,

             iFimFil = 0                                         ;

   int*      Fila    = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   int*      Cores   = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos ) ;

   tpVizinho Vizinho                                             ;

   if ( Fila == NULL 

     || Cores == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   if ( iNumNos == 0 ) {

      return 0 ;

   } /* if */

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

   } /* for */

   i = 0 ;

   Grafo[ 0 ].iNumCor = 1 ;

   ENFILEIRAR( 0, Fila, iFimFil, iNumFil, iNumNos ) ;

   while ( iNumFil > 0 ) {

      iNo = DESENFILEIRAR( Fila, iFimFil, iNumFil, iNumNos ) ;

      if ( i < Grafo[ iNo ].iNumCor ) i = Grafo[ iNo ].iNumCor;

      for ( Vizinho = Grafo[ iNo ].pVizinho ; Vizinho != NULL ;

            Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ) {

         iNo = Vizinho->iNumNo ;

         if ( Grafo[ iNo ].iNumCor == 0 ) {

            Grafo[ iNo ].iNumCor = iPegarMenorCor( Grafo, iNo, Cores ) ;

            ENFILEIRAR( iNo, Fila, iFimFil, iNumFil, iNumNos ) ;

         } /* if */

      } /* for */

   } /* while */

   free( Fila ) ;

   free( Cores ) ;

   return i ;

} /* iColLargura */

int iColUmaCorCadaVez( tpGrafo Grafo   ,

                       int     iNumNos  ) {

   int       k                 ,     

             i                 ,     

             iNumBr  = iNumNos ;

   tpVizinho Vizinho           ;

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

   } /* for */   

   k = 0 ;

   while ( iNumBr > 0 ) {

      k++ ;

      for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

         if ( Grafo[ i ].iNumCor == 0 ) {

            for ( Vizinho = Grafo[ i ].pVizinho ; Vizinho != NULL ;

                  Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ) {

               if ( Grafo[ Vizinho->iNumNo ].iNumCor == k ) {

                  break ;

               } /* if */

            } /* for */

            if ( Vizinho == NULL )  {

               Grafo[ i ].iNumCor = k ;

               iNumBr-- ;

            } /* if */

         } /* if */

      } /* for */   

   } /* while */

   return k;

} /* iColUmaCorCadaVez */

int iColMaiorGrauPrim( tpGrafo Grafo   ,

                       int     iNumNos  ) {

   int       i                                                             ,

             k       = 0                                                   ;

   int*      Cores   = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iNumNos )           ;

   tpGrauNos GrauNos = ( tpGrauNos )malloc( sizeof( tpGrauNo ) * iNumNos ) ;

   if ( GrauNos == NULL 

     || Cores == NULL ) {

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      tpVizinho Vizinho ;

      GrauNos[ i ].iNumNo = i ;

      GrauNos[ i ].iGrauNo = 0 ;

      for ( Vizinho = Grafo[ i ].pVizinho ; Vizinho != NULL ;

                                            Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ) {

         GrauNos[ i ].iGrauNo++ ;

      } /* for */

   } /* for */

   qsort( ( void * )GrauNos, iNumNos, sizeof( tpGrauNo ), iComparar ) ;

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

   } /* for */   

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      int j = GrauNos[ iNumNos - i - 1 ].iNumNo ;

      Grafo[ j ].iNumCor = iPegarMenorCor( Grafo, j, Cores ) ;

      if ( k < Grafo[ j ].iNumCor ) {

         k = Grafo[ j ].iNumCor ;

      } /* if */

   } /* for */

   free( Cores ) ;

   free( GrauNos ) ;

   return k;

} /* iColMaiorGrauPrim */

int iK_Colorir( tpGrafo Grafo   ,

                int     iNumNos ,

                int     iMaxCor ,

                int*    Cores    ) {

   int i ;

   for ( i = 0 ; i < iNumNos ; i++ ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

      Cores[ i ] = 0 ;

   } /* for */

   Grafo[ 0 ].iNumCor = 1 ;

   i = 1 ;

   while ( (i > 0) && (i < iNumNos) ) {

      Grafo[ i ].iNumCor = iPegarMenorCor( Grafo, i, Cores ) ;

      if ( Grafo[ i ].iNumCor > iMaxCor ) {

         Grafo[ i ].iNumCor = 0 ;

         i-- ;

      } else {

         i++ ;

      } /* if */  

   } /* while */

   if (i == iNumNos) {

      return 1 ;

   } /* if */  

   return 0 ;

} /* iK_Colorir */

int iPegarMenorCor( tpGrafo Grafo ,

                    int     iNo   ,

                    int*    Cores  ) {

   int       i                                  ,

             iMaxCor = 0                        ,

             iMinCor = Grafo[ iNo ].iNumCor + 1 ,

             iCorViz                            ;

   tpVizinho Vizinho                            ;

   for ( Vizinho = Grafo[ iNo ].pVizinho ; Vizinho != NULL ; 

                                           Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ) {

      Cores[ iMaxCor++ ] = 0 ;

   } /* for */

   for ( Vizinho = Grafo[ iNo ].pVizinho ; Vizinho != NULL ;

                                           Vizinho = Vizinho->pProxVizinho ) {

      iCorViz = Grafo[ Vizinho->iNumNo ].iNumCor ;

      if ( iCorViz - iMinCor >= 0 ) {

         Cores[ iCorViz - iMinCor ] = 1 ;

      } /* if */

   } /* for */

   for ( i = 0 ; i < iMaxCor ; i++ ) {

      if ( Cores[ i ] == 0 ) {

         return i + iMinCor ;

      } /* if */

   } /* for */

   return iMaxCor + iMinCor ;

} /* iPegarMenorCor */

int iComparar( const void* Argumento_1 , 

               const void* Argumento_2  ) {

   int iGrauNo_1 = ( ( tpGrauNo* )Argumento_1 )->iGrauNo ,

       iGrauNo_2 = ( ( tpGrauNo* )Argumento_2 )->iGrauNo ;

   if ( iGrauNo_1 < iGrauNo_2 ) {

      return -1 ;

   } /* if */

   if ( iGrauNo_1 > iGrauNo_2 ) {

      return 1 ;

   } /* if */

   return 0 ;

} /* iComparar */

void AnalisarAlg( tpAlgCol* pAlgCol     ,

                  int       iMaxNos     ,

                  double    dRepeticoes ,

                  double    dDensidade  ,

                  char*     szAlgoritmo  )  {

   int     i                ,

           iNumCores    = 0 ;

   double  dTempo           ;

   clock_t TempoInicial     ,

           TempoFinal       ;

   tpGrafo Grafo_1          ,

           Grafo_2          ,

           Grafo_3          ; 

   printf( szAlgoritmo ) ;

   printf( "Densidade = %lf\n", dDensidade ) ;

   for ( i = 0 ; i <= iMaxNos ; i++ ) {

      double j ;

      printf( "\n%d ", i ) ;

      Grafo_1 = CriarGrafo( i, dDensidade ) ;

      Grafo_2 = CriarGrafo( i, dDensidade ) ;

      Grafo_3 = CriarGrafo( i, dDensidade ) ;

      TempoInicial = clock( ) ;

      for ( j = 0. ; j < dRepeticoes ; j += 1. ) {

         iNumCores = pAlgCol( Grafo_1, i ) ;

         iNumCores += pAlgCol( Grafo_2, i ) ;

         iNumCores += pAlgCol( Grafo_3, i ) ;

      } /* for */

      TempoFinal = clock( ) ;

      DestruirGrafo( Grafo_1, i ) ;

      DestruirGrafo( Grafo_2, i ) ;

      DestruirGrafo( Grafo_3, i ) ;

      dTempo = ( double )( TempoFinal - TempoInicial ) 

             / ( CLOCKS_PER_SEC * dRepeticoes * 3. ) ;

      printf( "\t%lf\t%.10lf", ( double )iNumCores / 3., dTempo ) ;

      fflush( stdout ) ;

   } /* for */

} /* AnalisarAlg */ 

int main( void ) {

   srand( time( NULL ) ) ;

/* análise temporal */

   AnalisarAlg( iColExato, 100, 5000., 0.0, "Exato\n" ) ;

   AnalisarAlg( iColExato, 23, 1000., 0.5, "Exato\n" ) ;   

   AnalisarAlg( iColExato, 10, 1000., 1.0, "Exato\n" ) ;

   AnalisarAlg( iColUmNoCadaVez, 100, 5000., 0.0, "Um no' de cada vez\n" ) ;

   AnalisarAlg( iColUmNoCadaVez, 100, 5000., 0.5, "Um no' de cada vez\n" ) ;   

   AnalisarAlg( iColUmNoCadaVez, 100, 3000., 1.0, "Um no' de cada vez\n" ) ;  

   AnalisarAlg( iColAltura, 100, 2000., 0.0, "Busca em altura\n" ) ;

   AnalisarAlg( iColAltura, 100, 2000., 0.5, "Busca em altura\n" ) ;   

   AnalisarAlg( iColAltura, 100, 1000., 1.0, "Busca em altura\n" ) ; 

   AnalisarAlg( iColLargura, 100, 2000., 0.0, "Busca em largura\n" ) ;

   AnalisarAlg( iColLargura, 100, 2000., 0.5, "Busca em largura\n" ) ;   

   AnalisarAlg( iColLargura, 100, 1000., 1.0, "Busca em largura\n" ) ;

   AnalisarAlg( iColUmaCorCadaVez, 100, 10000., 0.0, "Uma cor de cada vez\n" ) ;

   AnalisarAlg( iColUmaCorCadaVez, 100, 5000., 0.5, "Uma cor de cada vez\n" ) ;   

   AnalisarAlg( iColUmaCorCadaVez, 100, 5000., 1.0, "Uma cor de cada vez\n" ) ;

   AnalisarAlg( iColMaiorGrauPrim, 100, 2000., 0.0, "Maior Grau Primeiro\n" ) ;

   AnalisarAlg( iColMaiorGrauPrim, 100, 2000., 0.5, "Maior Grau Primeiro\n" ) ;

   AnalisarAlg( iColMaiorGrauPrim, 100, 1000., 1.0, "Maior Grau Primeiro\n" ) ;

/* análise do número de cores */ 

   AnalisarAlg( iColExato, 33, 1., 0.5, "Exato\n" ) ;   

   return 0 ;

}
11) O QUE MAIS PODERIA SER FEITO NESTE TRABALHO:


O problema da coloração de grafos é um dos problemas difíceis mais estudados. Portanto, muito é o que se pode falar sobre ele, muito mais do que está presente neste trabalho. Desta maneira, neste capítulo será apresentado o que mais poderia ter sido feito neste trabalho e o que poderia ter sido aprofundado:

· Mostrar a prova de que é possível colorir mapas (grafos planares) com no máximo 5 cores, a qual não precisa de um computador; 

· Utilizar o algoritmo que tenta colorir um grafo com duas cores para provar de outra maneira a parte suficiente o teorema 1;

· Analisar e implementar o algoritmo de coloração exato baseado na abordagem de conjuntos independentes;

· Provar que o problema de colorir o grafo com ( k cores é NP-completo, provando que ele é NP e mostrando que é possível reduzir o k-SAT ao k-colorável;

· Mostrar e explicar um algoritmo que colore um grafo de intervalos de complexidade linear; 

· Implementar o algoritmo exato estudado neste texto com a melhoria sugerida na seção 5.6 e compará-lo com o que de fato foi implementado e com o baseado na abordagem de conjuntos independentes;

· Analisar e implementar um algoritmo aproximado que colore primeiro o maior conjunto independente de vértices ainda não colorido. Como conseguir o maior conjunto independente máximo também é um problema difícil, para que este algoritmo fosse eficiente, isto seria feito de maneira aproximada;

· Tentar outras melhorias para o primeiro algoritmo aproximado além de começar a colorir pelos nós de maior grau para ver se é possível fazer melhores colorações; 

· Testar os algoritmos para outras densidades, tais como 0.25 e 0.75, para ver como os algoritmos se comportam em termos de tempo de execução e qualidade da coloração; e

· Testar instâncias para este problema encontradas na Internet como as da OR-Library com os algoritmos aproximados, para ver como eles se comportariam.

12) CONCLUSÕES:

Nota-se a necessidade de haver bons algoritmos aproximados para o problema da coloração de grafos, já que os exatos crescem não-polinomialmente devido ao fato de o problema de determinar a cor mínima ser NP-difícil. 


Também, tem-se que a heurística mais eficiente entre as testadas foi a primeira, a que pega um nó de cada vez, e que as que utilizam busca em profundidade e amplitude, e a que usa uma cor de cada vez não só são menos eficientes como possuem a mesma qualidade de coloração, como mostrou o gráfico comparativo.


Ainda, o algoritmo aproximado que obteve as melhores colorações é o que colore primeiro os nós com maior grau, embora não tenha sido o que tenha tido melhor tempo de resposta. Como para grafos densos ele tem complexidade quadrática, assim como a heurística mais eficiente, é interessante usá-lo neste caso. 


Por fim, sabe-se que se as implementações dos algoritmos aproximados fossem randomizadas, de forma que colorações diferentes resultassem para um mesmo grafo, e se, para cada grafo, várias colorações fossem realizadas com o mesmo algoritmo, melhores colorações seriam conseguidas. E o resultado poderia ainda ser melhorado utilizando-se metaheurísticas como GRASP e algoritmos genéticos. Desta forma, colorações mínimas ou muito próximas disso poderiam ser obtidas sem o uso de um algoritmo ineficiente. 
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