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1) OBJETIVOS:


A multiplicação de matrizes é uma das operações mais fundamentais na álgebra linear e serve como o bloco principal para a construção de diferentes algoritmos, incluindo a solução de sistemas de equações lineares, inversão de matrizes, avaliação do determinante de uma matriz e o fecho transitivo de um grafo. Em vários casos, a complexidade assintótica destes algoritmos depende diretamente da complexidade da multiplicação de matrizes, o que motiva o estudo de possibilidades de acelerar esta operação.

Portanto, quer-se analisar analítica e empiricamente três algoritmos diferentes para a multiplicação de matrizes e compará-los entre si em termos de tempo de resposta. Estes algoritmos são o clássico (produto interno entre as linhas de uma matriz e as colunas de outra), e dois que utilizam a técnica de divisão de conquista: o de Strassen e o de Winograd, sendo este último uma variação do segundo algoritmo. O primeiro tipo de análise será feito em termos da complexidade de cada algoritmo e o segundo, levando em conta o tempo que cada um leva para completar a sua execução em sua implementação. Com estes tempos de saída, serão construídos gráficos de Tempo X n, os quais serão comparados com funções, para a comprovação das complexidades teóricas.


Também será feito uma análise sobre qual algoritmo é melhor para um determinado valor n (uma dimensão da matriz quadrada), em termos de tempo de execução.

2) ALGORITMO CLÁSSICO:
2.1) A Idéia do Algoritmo:

Este é o algoritmo de multiplicação de matrizes mais conhecido e o mais simples. Nele, cada elemento da matriz produto é o resultado do produto interno de uma linha da primeira matriz com uma coluna da segunda. Tal definição determina que cada elemento da matriz de resultado é obtido através do somatório das multiplicações dos elementos de uma linha da primeira matriz com os elementos de uma coluna da segunda matriz, como segue:
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2.2) Algoritmo em Pseudo-Código:
multiply( a, b, c, n )

for i ( 1 to n do

      for j ( 1 to n do

         c[ i, j ] ( 0

         for k ( 1 to n

            c[ i, j ] ( c[ i, j ] + a[ i, k ] * b[ k, j ]

2.3) Análise da sua Complexidade Analiticamente:

Para uma matriz quadrada de ordem n, é necessário calcular os n2 elementos da matriz de resultado. Sendo que no cálculo de cada um destes elementos são calculadas n multiplicações de elementos da matriz. Por esta razão, pode-se notar que a complexidade deste algoritmo é O( n3 ). Fazendo-se as contas, tem-se que:

T( n ) = O( n ) + n * O( n ) + n2 * O( 1 ) + n2 * O( n ) + n3 * O( 1 ) = O( n3 )

T( n ) = n + n2 + n2 + n3 + n3 = 2n3 + 2n2 + n (contando-se as operações feitas)
onde O( n ) veio do primeiro for, n * O( n ) veio do segundo for, n2 * O( 1 ) veio da inicialização de c[ i, j ], n2 * O( n ) veio do terceiro for e n3 * O( 1 ) veio do cálculo de um elemento da matriz produto.
2.4) Implementação em C:

MATRIX MultClassica( MATRIX a    , 

                     MATRIX b    , 

                     int    size  ) {

/*

 * Pela definição de multiplicação de matrizes

 * Tempo: O(n^3)

 */

   MATRIX c = createMatrix( size ) ;

   int    i                        , 

          j                        , 

          k                        ;

   for (i = 0; i < size; i++) {

      for (j = 0; j < size; j++) {

         c[i][j] = 0;

         for (k = 0; k < size; k++) {

            c[i][j] += a[i][k] * b[k][j];

         }

      }

   }

   return c;

}

2.5) Análise da sua Complexidade Empiricamente:

Nota-se que o gráfico obtido com a saída do programa acompanha uma cúbica, o que parece confirmar a complexidade teórica do algoritmo, a qual é O( n3 ). A discrepância foi muito grande porque só foram testados valores de n que são potências de 2, já que os demais algoritmos precisam ser testados desta forma. 
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3) ALGORITMO DE STRASSEN:
3.1) A Idéia do Algoritmo:

Para se tentar diminuir a complexidade do algoritmo anterior, pode-se pensar em utilizar divisão e conquista e dividir as matrizes a serem multiplicadas em quatro menores da seguinte maneira: 
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Para isso, considera-se que a dimensão de cada matriz é uma potência de dois. Isto gera oito multiplicações e quatro adições / subtrações em cada passo recursivo, e pode ser mostrado que a complexidade não melhora (como dito no capítulo 5 deste texto).   


Já a formulação de Strassen faz uso do fato de que, enquanto o custo para multiplicações e adições podem ser da mesma ordem no caso escalar, multiplicações são consideravelmente mais caras quanto maiores forem os tamanhos das matrizes. Então, utilizando um mapeamento de combinações bi-lineares que troca uma multiplicação por quatorze adições / subtrações em cada passo recursivo, resultando em sete multiplicações e dezoito adições, consegue-se baixar a complexidade assintótica, como mostrado adiante. A formulação é a seguinte:
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3.2) Otimização de Memória:

Um grande problema do cálculo da multiplicação de matrizes pelo método de Strassen é a grande quantidade de valores intermediários que devem ser mantidos. Pode-se supor inicialmente que sejam necessárias 7 matrizes com 1 / 4 dos elementos da matriz original cada. Neste caso ter-se-ía praticamente triplicado o espaço de memória necessário para esse cálculo. A situação é mais crítica quando se leva em consideração que isso ocorre em cada chamada recursiva. Por esta razão é necessário diminuir ao máximo a quantidade de memória utilizada para cálculos intermediários.

Como as matrizes que compõem o resultado somente são definidas nas quatro últimas operações, é possível utilizar o espaço destas quatro matrizes para armazenar cálculos intermediários, permitindo, assim, reduzir para 3 o número de matrizes a serem alocadas a cada chamada recursiva.

Adicionalmente, pode-se notar que as matrizes VI e VII somente são usadas uma única vez nos cálculos. Portanto, é possível calculá-las em uma área temporária, utilizá-las no cálculo das matrizes do resultado e liberar essa área para ser utilizada posteriormente. Por esta razão determinou-se que a matriz VI deveria ser calculada no espaço alocado para a matriz c11, que compõe o resultado. Desta forma, é possível calcular a matriz VI em c11 e efetuar todas as operações de soma, que sejam necessárias para o cálculo de c11 no espaço desta matriz, pois o valor de VI não é necessário em nenhum outro cálculo.

Note-se que com a matriz VI calculada, tem-se espaço para somar as matrizes I, II e III, assim que estas sejam calculadas. Então, agora, as matrizes I, II e III estão na mesma situação das matrizes VI e VII, pois somente aparecem em uma vez nas demais expressões. Por esta razão, estas serão calculadas nos espaços alocados para as matrizes c12, c21 e c22. Desta forma pode-se calcular cada uma destas matrizes no momento em que forem necessárias e então adicioná-las no espaço da matriz VI, e utilizar seus espaços para as operações de soma para o cálculo de c12, c21 e c22 dos quais essas matrizes fazem parte.

Pode-se utilizar os espaços das matrizes de C para os cálculos das somas das matrizes, pois estas operações podem ser feitas de forma cumulativa. Porém, as operações de multiplicação necessitam de 3 espaços, dois para as matrizes a serem multiplicadas e um para a matriz de resultado. Por esta razão, continua-se precisando das 3 matrizes extras, para armazenar cálculos intermediários em cada chamada recursiva.

Entretanto, note-se que as multiplicações que calculam as matrizes II, III, IV e V, têm como um de seus operandos uma das matrizes que compõem uma das matrizes originais A ou B. Por esta razão, precisar-se-á de apenas de duas matrizes para calcula-las: uma para armazenar a soma intermediária e uma para armazenar o resultado. Portanto, se essas matrizes forem deixadas para serem calculadas no final, será possível utilizar os espaços dessas para calcular as matrizes que precisam de três matrizes temporárias. Reduziu-se, assim, o número de matrizes temporárias em cada chamada recursiva para apenas duas, o que resulta de um total de n2 / 2 de memória extra em cada chamada recursiva.
Então, a cada chamada recursiva são necessárias duas matrizes da metade da ordem da matriz a ser multiplicada para armazenar cálculos intermediários. Portanto, é necessário metade do espaço da matriz original a cada chamada recursiva. Como os cálculos realizados em uma chamada recursiva podem ser descartados quando esta retorna, então o espaço necessário por uma chamada pode ser utilizado em outras chamadas seqüenciais. Portanto, apesar de que em cada iteração recursiva existam 7 chamadas recursivas, só é alocada a memória necessária a uma chamada. Logo, tem-se que a quantidade de memória necessária para os cálculos intermediários é dada pela seguinte relação de recorrência:
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Substituindo n por n / 2i, ter-se-á que,
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Fazendo-se i assumir números naturais, tem-se que,
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Para que a recursão caia no caso base, deve-se fazer i = log2( n ). Assim ter-se-á que,
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Portanto, ter-se-á que o espaço de memória necessário para armazenar os cálculos intermediários da multiplicação de uma matriz de ordem n pelo algoritmo apresentado é dado pela seguinte fórmula:
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3.3) Algoritmo em Pseudo-Código:
multiply( a, b, c, n )

if n = 1 

then

   c[ 0 ] ( a[ 0 ] * b[ 0 ] 

else

   level ( n / 4

   // calculate VI using c11 e c12  (free: c11, c12, c21, c22)

   c11 ( a21 – a11

   c12 ( b11 + b12

   multiply( c11, c12, c22, level ) // VI

   // calculate I using c12 e c21   (free: c11, c12, c21)

   c12 ( a11 + a22

   c21 ( b11 + b22

   multiply( c12, c21, c11, level ) // I

   c22 ( c22 + c11


      // I + VI

   // calculate VII using c12 e c21 (free: c12, c21)

   c12 ( a12 – a22

   c21 ( b21 + b22

   multiply( c12, c21, t1, level )
 // VII

   c11 ( c11 + t1


      // I + VII

   // calculate IV using c12

 (free: c12, c21)

   c12 ( b21 – b11

   multiply( a22, c12, t1, level )
 // IV

   c11 ( c11 + t1


      // I + IV + VII

   // calculate II using c12

 (free: c12, c21)

   c12 ( a21 + a22

   multiply( c12, b11, c21, level ) // II

   c22 ( c22 – c21


      // I – II + VI

   c21 ( c21 + t1


      // II + IV

   // calculate III using t1

 (free: c12)

   t1 ( b12 – b22

   multiply( a11, t1, c12, level )
 // III

   c22 ( c22 + c12


      // I – II + III + VI

   // calculate V using t2

   t2 ( a11 + a12

   multiply( t2, b22, t1, level )
 // V

   c11 ( c11 – t1


      // I + IV – V + VII

   c12 ( c12 + t1


      // III + V

3.4) Análise da sua Complexidade Analiticamente:

Como são realizadas 7 operações de multiplicação de matrizes e 18 somas / subtrações de matrizes, e como se sabe que a complexidade da operação de soma / subtração de matrizes é O( n2 ), tem-se a seguinte relação de recorrência para o cálculo da complexidade:

T( 1 ) = O( 1 )



T( n ) = 7 * T( n / 2 ) + O( n2 )


Fazendo-se O( n2 ) = 18n2 (onde 18 é o número de somas), e resolvendo-se a equação de recorrência como mostrado no capítulo 5, chega-se a


[image: image8.wmf])

(

24

24

)

1

(

*

)

(

81

,

2

2

81

,

2

81

,

2

n

O

n

n

T

n

n

T

=

-

+

=




3.5) Implementação em C:

void multS(MORTON a, MORTON b, MORTON c, MORTON t, int size)

/*

 * Método de Strassen

 * Tempo: O(n^2.81)

 */

{

   if (size == 1) {

      c[0] = a[0] * b[0];

   } else {

      int level = size / 4;

      MORTON a11 = a;

      MORTON a12 = a11 + level;

      MORTON a21 = a12 + level;

      MORTON a22 = a21 + level;

      MORTON b11 = b;

      MORTON b12 = b11 + level;

      MORTON b21 = b12 + level;

      MORTON b22 = b21 + level;

      MORTON c11 = c;

      MORTON c12 = c11 + level;

      MORTON c21 = c12 + level;

      MORTON c22 = c21 + level;

      MORTON t1 = t;

      MORTON t2 = t1 + level;

      //Remainder to be used in recursive calls

      MORTON r = t2 + level;

      //Calculate vi using c11 e c12     (free: c11, c12, c21, c22)

      sub(a21, a11, c11, level);

      sum(b11, b12, c12, level);

      multS(c11, c12, c22, r, level);

      //Calculate i using c12 e c21      (free: c11, c12, c21)

      sum(a11, a22, c12, level);

      sum(b11, b22, c21, level);

      multS(c12, c21, c11, r, level);

      sum(c22, c11, c22, level);

      //Calculate vii using c12 e c21    (free: c12, c21)

      sub(a12, a22, c12, level);

      sum(b21, b22, c21, level);

      multS(c12, c21, t1, r, level);     //vii

      sum(c11, t1, c11, level);

      //Calculate iv using c12           (free: c12, c21)

      sub(b21, b11, c12, level);

      multS(a22, c12, t1, r, level);     //iv

      sum(c11, t1, c11, level);

      //Calculate ii using c12           (free: c12, c21)

      sum(a21, a22, c12, level);

      multS(c12, b11, c21, r, level);

      sub(c22, c21, c22, level);

      sum(c21, t1, c21, level);

      //Calculate iii using t1           (free: c12)

      sub(b12, b22, t1, level);

      multS(a11, t1, c12, r, level);

      sum(c22, c12, c22, level);

      //Calculate v using t2

      sum(a11, a12, t2, level);

      multS(t2, b22, t1, r, level);

      sub(c11, t1, c11, level);

      sum(c12, t1, c12, level);

   }

}

MATRIX MultStrassen( MATRIX Matriz_1 ,

                     MATRIX Matriz_2 ,

                     int    iTamanho  ) {

   MATRIX MatProduto                                                      ;

   MORTON MatAMorton = toMorton( Matriz_1, iTamanho )                     ;

   MORTON MatBMorton = toMorton( Matriz_2, iTamanho )                     ;

   MORTON MatCMorton = CriarMorton( iTamanho * iTamanho )                 ;

   MORTON MatTMorton = CriarMorton( ( 2 * iTamanho * iTamanho - 2 ) / 3 ) ;

   multS( MatAMorton, MatBMorton, MatCMorton, MatTMorton, iTamanho * iTamanho ) ;

   MatProduto  = fromMorton( MatCMorton, iTamanho ) ;

   free( MatAMorton ) ;

   free( MatBMorton ) ;

   free( MatCMorton ) ;

   free( MatTMorton ) ;

   return MatProduto ;

} /* MultStrassen */

3.6) Análise da sua Complexidade Empiricamente:

Nota-se que o gráfico obtido com a saída do programa acompanha a curva   10-6 * n2,81 , o que parece confirmar a complexidade teórica do algoritmo, a qual é   O( n2,81 ). A discrepância foi muito grande porque só foram testados valores de n que são potências de 2, já que este algoritmo e o de Winograd precisam ser testados desta forma.

Percebe-se também que a constante que rege a curva de comparação abaixo  (10-6) é maior do que a do algoritmo clássico (2,2 * 10-7), como era de se esperar, já que nos cálculos, a constante do Strassen é 24 + T( 1 ) e a do clássico, 2.
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4) ALGORITMO DE WINOGRAD:
4.1) A Idéia do Algoritmo:

A variação de Winograd para o algoritmo de Strassen possui a mesma ordem de complexidade, porém com uma constante um pouco menor (como será mostrado adiante), já que o número de adições é reduzido de dezoito para quinze em relação ao algoritmo anterior. E mesmo parecendo um tanto mais complicado, pois utiliza várias variáveis temporárias, será mostrado que o produto pode ser computado utilizando apenas n2 / 4 de memória extra em relação ao algoritmo anterior em cada passo recursivo em uma máquina seqüencial se a ordem das computações for planejada cuidadosamente. A formulação de Winograd é a seguinte:
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4.2) Otimização de Memória: 

Assim como o método de Strassen, o método de Winograd se propõe a reduzir o número de multiplicações de sub-matrizes necessárias para calcular o produto de uma matriz, permitindo assim diminuir a ordem de complexidade do algoritmo recursivo. Contudo, isso somente é possível utilizando cálculos intermediários. Tais cálculos exigem que uma área de memória seja temporariamente alocada. Inicialmente, pode-se imaginar que sejam necessárias 17 matrizes temporárias, mas isso não é verdade, como mostrado a seguir.

Note-se que a maior parte das somas aparece somente uma única vez nas multiplicações. Isso permite que estas sejam calculadas e descartadas. Percebe-se também, que para que operações não sejam repetidas e o menor espaço possível seja necessário, alguns cálculos devem ocorrer em uma seqüência obrigatória. Por exemplo, as multiplicações m5, m1, m6 e m7 devem ser feitas nessa seqüência. Isso ocorre porque os operandos da multiplicação anterior são utilizados no cálculo dos operandos da posterior.

Entretanto, as multiplicações m2 e m3 podem ser realizadas a qualquer momento e sem utilização de espaço para armazenamento de cálculos intermediários.

Também é possível observar que existe outra seqüência obrigatória, que é a do cálculo de m1, m2, t1, m4 e t2, pois m1 aparece somente no cálculo de t1, junto com m2, que, por sua vez, somente aparece em mais uma operação, devendo então ser imediatamente calculada de forma a não ser mais mantida e seu espaço ser utilizado para operações de adição. O mesmo raciocínio é utilizado para mostrar que m4 deve ser calculada para posteriormente calcular t2.

Ambas as seqüências de cálculos obrigatórias possuem quatro elementos que devem ser mantidos para a utilização em cálculos futuros, utilizando assim todo o espaço alocado da matriz de resultado. Portanto, como é sabido que outras multiplicações devam ser calculadas e que uma multiplicação precisa de pelo menos 3 áreas de memória, sendo duas para os operandos (que neste caso são somas de matrizes) e uma para o resultado, pode-se ver que serão necessárias 3 matrizes temporárias por chamada recursiva. Isso resulta de um total de 3n2 / 4 de memória extra em cada chamada recursiva, ou seja, apena n2 / 4 a mais do que o utilizado no algoritmo anterior.
Então, a cada chamada recursiva são necessárias três matrizes da metade da ordem da matriz a ser multiplicada para armazenar cálculos intermediários. Portanto, é necessário 3 / 4 do espaço da matriz original a cada chamada recursiva. Utilizando a mesma idéia apresentada no algoritmo de Strassen para o cálculo da memória necessária, ter-se-á que a quantidade de memória necessária para os cálculos intermediários é dada pela seguinte relação de recorrência:
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Substituindo n por n / 2i, ter-se-á que,
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Fazendo i assumir números naturais, tem-se que,
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Para que a recursão caia no caso base, deve-se fazer i = log 2( n ). Assim obter-se-á que,
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Portanto ter-se-á que o espaço de memória necessário para armazenar os cálculos intermediários da multiplicação de uma matriz de ordem n pelo algoritmo apresentado é dado pela seguinte fórmula:
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4.3) Algoritmo em Pseudo-Código:
multiply( a, b, c, n )

if n = 1 

then

   c[ 0 ] ( a[ 0 ] * b[ 0 ]

else

   level ( n / 4

   t1 ( a11 – a21


       // s3

   t2 ( b22 – b12


       // s7

   multiply( t1, t2, c21, level )    // m4

   t1 ( a21 + a22


       // s1

   t2 ( b12 – b11


       // s5

   multiply( t1, t2, c22, level )
  // m5
   t1 ( t1 – a11


       // s2

   t2 ( b22 – t2


       // s6

   multiply( t1, t2, c12, level )
  // m1

   multiply( a11, b11, c11, level )  // m2

   c12 ( c12 + c11


  
  // t1

   c21 ( c21 + c12


       // t2

   c12 ( c12 + c22


       // t1 + m5

   c22 ( c22 + c21


       // c22

   t1 ( a12 – t1


       // s4

   t2 ( t2 – b21


       // s8

   multiply( t1, b22, t3, level )
  // m6

   c12 ( c12 + t3


       // c12

   multiply( a22, t2, t3, level )
  // m7

   c21 ( c21 – t3


       // c21

   multiply( a12, b21, t1, level )
  // m3

   c11 ( c11 + t1


       // c11

4.4) Análise da sua Complexidade Analiticamente:

Como são realizadas 7 operações de multiplicação de matrizes e 15 somas / subtrações de matrizes, e como se sabe que a complexidade da operação de soma / subtração de matrizes é O( n2 ), tem-se a seguinte relação de recorrência para o cálculo da complexidade:

T( 1 ) = O( 1 )



T( n ) = 7 * T( n / 2 ) + O( n2 )


Fazendo-se O( n2 ) = 15n2 (onde 18 é o número de somas), e resolvendo-se a equação de recorrência como mostrado no capítulo 5, chega-se a
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O algoritmo de Winograd realiza 7 multiplicações, assim como o algoritmo de Strassen. Portanto, este algoritmo não apresenta melhora na ordem complexidade, apenas uma diminuição no tempo de resposta pelo fato da redução do número de somas em cada chamada recursiva (como mostrou o T( n ) de cada um dos dois algoritmos). 

4.5) Implementação em C:

void multW(MORTON a, MORTON b, MORTON c, MORTON t, int size)

/*

 * Método de Winograd

 * Tempo: O(n^2.81)

 */

{

   if (size == 1) {

      c[0] = a[0] * b[0];

   } else {

      int level = size / 4;

      MORTON a11 = a;

      MORTON a12 = a11 + level;

      MORTON a21 = a12 + level;

      MORTON a22 = a21 + level;

      MORTON b11 = b;

      MORTON b12 = b11 + level;

      MORTON b21 = b12 + level;

      MORTON b22 = b21 + level;

      //Using result space for temporary calculations

      MORTON c11 = c;
      MORTON c12 = c11 + level;

      MORTON c21 = c12 + level;

      MORTON c22 = c21 + level;

      MORTON t1 = t;

      MORTON t2 = t1 + level;

      MORTON t3 = t2 + level;

      //Remainder to be used in recursive calls 

      MORTON r = t3 + level;





      sub(a11, a21, t1, level);         //s3

      sub(b22, b12, t2, level);         //s7

      multW(t1, t2, c21, r, level);     //m4

      sum(a21, a22, t1, level);         //s1

      sub(b12, b11, t2, level);         //s5

      multW(t1, t2, c22, r, level);     //m5

      sub(t1, a11, t1, level);          //s2

      sub(b22, t2, t2, level);          //s6

      multW(t1, t2, c12, r, level);     //m1

      multW(a11, b11, c11, r, level);   //m2

      sum(c12, c11, c12, level);        //t1

      sum(c21, c12, c21, level);        //t2

      sum(c12, c22, c12, level);        //t1+m5

      sum(c22, c21, c22, level);        //c22

      sub(a12, t1, t1, level);          //s4

      sub(t2, b21, t2, level);          //s8

      multW(t1, b22, t3, r, level);     //m6

      sum(c12, t3, c12, level);         //c12

      multW(a22, t2, t3, r, level);     //m7

      sub(c21, t3, c21, level);         //c21

      multW(a12, b21, t1, r, level);
//m3

      sum(c11, t1, c11, level);         //c12

   }

}

MATRIX MultWinograd( MATRIX Matriz_1 ,

                     MATRIX Matriz_2 ,

                     int    iTamanho  ) {

   MATRIX MatProduto                                              ;

   MORTON MatAMorton = toMorton( Matriz_1, iTamanho )             ;

   MORTON MatBMorton = toMorton( Matriz_2, iTamanho )             ;

   MORTON MatCMorton = CriarMorton( iTamanho * iTamanho )         ;

   MORTON MatTMorton = CriarMorton( ( iTamanho * iTamanho ) - 1 ) ;

   multW( MatAMorton, MatBMorton, MatCMorton, MatTMorton, iTamanho * iTamanho ) ;

   MatProduto  = fromMorton( MatCMorton, iTamanho ) ;

   free( MatAMorton ) ;

   free( MatBMorton ) ;

   free( MatCMorton ) ;

   free( MatTMorton ) ;

   return MatProduto ;

} /* MultWinograd */ 

4.6) Análise da sua Complexidade Empiricamente:
Nota-se que o gráfico obtido com a saída do programa acompanha a curva   9,5 * 10-7 * n2,81 , o que parece confirmar a complexidade teórica do algoritmo, a qual é O( n2,81 ). A discrepância foi muito grande porque só foram testados valores de n que são potências de 2, já que este algoritmo e o de Strassen precisam ser testados desta forma.

Percebe-se também que a constante que rege a curva de comparação abaixo  (9,5 * 10-7) é maior do que a do algoritmo clássico (2,2 * 10-7) e menor do que a do Strassen (10-6), como era de se esperar, já que nos cálculos, a constante do Winograd é 20 + T( 1 ), a do Strassen é 24 + T( 1 ) e a do clássico, 2.
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5) RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE RECORRÊNCIA:

Nos métodos de Strassen e Winograd, chegou-se a uma relação de recorrência da seguinte forma:

T( 1 ) = O( 1 )

T( n ) = a * T( n / 2 ) + bn2 ,

onde a = 7, e b = 18 e b = 15 nos métodos de Strassen e Winograd, respectivamente. A mesma equação pode ser aplicada com o método que simplesmente divide a matriz em 4 e faz as multiplicações recursivamente. Neste caso, ter-se-ía a = 8 e b = 4.

Resolvendo-se a equação de recorrência, com a suposição de que n é uma potência de 2, tem-se que:

T( n ) 
= a * T( n / 2 ) + bn2


T( n ) 
= a * [ a * T( n / 4 ) + b ( n / 2 )2  ] + bn2 

          
= a2 * T( n / 4 ) + bn2a / 4 + bn2

T( n ) 
= a2 * [ a * T( n / 8 ) + b ( n / 4 )2 ] + bn2a / 4 + bn2 

              
= a3 * T( n / 8 ) + bn2a2 / 16 + bn2a / 4 + bn2 

T( n ) 
= a3 * [ a * T( n / 16 ) + b ( n / 8 )2 ] + bn2a2 / 16 + bn2a / 4 + bn2 

              
= a4 * T( n / 16 ) + bn2a3 / 64 + bn2a2 / 16 + bn2a / 4 + bn2 

……….


[image: image17.wmf])

4

/(

)

(

4

)

1

(

*

)

(

)

4

/(

)

1

(

4

)

1

(

*

)

(

]

1

)

4

/

/[(

]

1

)

4

/

[(

)

1

(

*

)

(

2

log

log

2

log

2

log

log

2

log

2

2

2

2

2

2

-

-

+

=

-

-

+

=

-

-

+

=

-

a

n

n

b

T

n

n

T

a

n

bn

T

n

n

T

a

a

bn

T

a

n

T

a

a

a

a

n

n


Para o método de Strassen, tem-se que:
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Já para o método de Winograd, tem-se que:
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Por fim, para o método onde há a divisão em das matrizes em 4 blocos e as multiplicações são feitas recursivamente usando esses, tem-se que:
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o que comprova que simplesmente dividir a matriz em quatro blocos e aplicar a multiplicação recursivamente não melhora a complexidade. Na verdade, piora o desempenho, pois a constante deste método (4 + T( 1 )) é maior do que a do método clássico (2). 

6) ESTRUTURAS DE DADOS USADAS NA IMPLEMENTAÇÃO:

6.1) Descrição:
A natureza recursiva dos algoritmos apresentados neste trabalho torna a divisão de matrizes armazenadas em arrays, como em C, difíceis de serem realizadas. Isto ocorre principalmente por seguir uma hierarquia própria para o acesso dos elementos através de seus índices. Desta forma, seria necessário realizar inúmeros cálculos de índices para realização das operações de soma e multiplicação das sub-matrizes, além de dificultar a utilização do espaço das matrizes de resultado para cálculos intermediários.

Por todas estas razões foi utilizada uma estrutura de dados mais adequada a natureza recursiva dos métodos de cálculo de multiplicação de matrizes apresentados. Tal estrutura consiste em um vetor contendo todos os elementos da matriz, de tal forma que os elementos de cada quadrante sejam contínuos, segundo um layout recursivo de maneira que cada grupo de quadrantes também sejam contínuo, seguindo a mesma seqüência. Este layout é chamado de layout de Morton e é ilustrado na figura abaixo.

[image: image21.wmf]
Figura: (A) matriz em array dimensional, (B) orientação da cópia recursiva e (C) matriz armazenada no layout de Morton.

6.2) Algoritmos de conversão:
A seguir são apresentados os algoritmos de conversão de uma matriz armazenada em um array para uma matriz no layout de Morton. Note-se que como tanto a conversão para o layout de Morton quanto a conversão de volta simplesmente copiam cada elemento da matriz para outra estrutura, estes algoritmos são de complexidade O( n2 ), como será mostrado posteriormente.

ConvertToMorton( morton, counter, array, left, right, up, 

         down )

if left = right and up = down then

   c ( c + 1

   morton[ c ] ( array[ left, right ]

else

   center ( ( left + right ) / 2

   middle ( ( up + down ) / 2

   ConvertToMorton( morton, counter, array, left, up, center, 

     





    middle )

   ConvertToMorton( morton, counter, array, center + 1, up, 

    right, middle )

   ConvertToMorton( morton, counter, array, left, middle + 1, 

    center, down )

   ConvertToMorton( morton, counter, array, center + 1, 

  middle + 1, right, down)

ConvertFromMorton( morton, counter, array, left, right, up, 

 down )

if left = right and up = down then

   c ( c + 1

   array[ left, right ] ( morton[ c ]

else

   center ( ( left + right ) / 2

   middle ( ( up + down ) / 2

   ConvertToMorton( morton, counter, array, left, up, center, 

     





    middle )

   ConvertToMorton( morton, counter, array, center + 1, up, 

    right, middle)

   ConvertToMorton( morton, counter, array, left, middle + 1, 

    center, down )

   ConvertToMorton( morton, counter, array, center + 1, 

  middle + 1, right, down )

6.3) Análise da complexidade dos algoritmos de conversão:
Note-se que em ambos os algoritmos a ordem de complexidade é dada pela seguinte relação de recorrência, considerando n a ordem da matriz a ser convertida:
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Substituindo n por n / 2i, ter-se-á que,
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Fazendo i assumir números naturais, tem-se que,
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Para que a recursão caia no caso base, deve-se fazer i = log 2( n ). Assim, obter-se-á que,
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Isso mostra que a conversão para o layout de Morton não afetará a ordem de complexidade de nenhum algoritmo de multiplicação de ordem maior ou igual do que O(n2), que é o caso do Strassen e do Winograd.

7) COMPARAÇÃO ENTRE OS ALGORITMOS:

7.1) Tempo de Resposta:


A diferença entre as constantes multiplicativas para o T( n ) de cada algoritmo se refletiu na prática, fazendo com que só para n muito grandes os algoritmos de Strassen e Winograd fossem melhor do que o clássico. Na tabela abaixo, está o tempo de resposta para a implementação de cada algoritmo em segundos: 

	n \ Algoritmo
	clássico
	strassen
	winograd

	64
	0.05
	0.22
	0.22

	128
	0.38
	1.15
	1.16

	256
	1.49
	5.66
	5.54

	512
	16.48
	39.55
	38.45

	1024
	140.23
	276.00
	267.82

	2048
	1210.12
	1922.34
	1873.67

	4096
	13206.56
	13812.56
	13439.61



Nota-se que para n = 4096, o tempo de processamento durou mais do que    3 h e 30 min. Ainda, para este tamanho de matriz, começou a haver trashing para os algoritmos de Strassen e Winograd, pois a memória temporária necessária, mesmo tendo seu uso bastante otimizado, é muito grande, como visto na próxima seção. 


Pela tabela, percebe-se que provavelmente os algoritmos de Strassen e Winograd seriam melhores do que o clássico para n ( 8192. Todavia, certamente o trashing impediria que estes algoritmos tivessem desempenho melhor do que o clássico no computador onde foram testados (256 Mb de RAM). Se não tivesse ocorrido trashing, talvez já para n = 4096 estes dois algoritmos tivessem o tempo de resposta menor do que o clássico. 


Observando-se o gráfico comparativo com os tempos de resposta dos três algoritmos abaixo, observa-se que de fato o clássico é o que cresce mais rapidamente e que com n bem grandes, os outros dois o alcançariam. Também, que o Winograd é o melhor deles para tais valores de n.   
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7.2) Espaço de Memória Temporário: 

Enquanto o algoritmo clássico não utiliza nenhum espaço de memória temporário, os de Strassem e de Winograd utlizam um espaço que cresce com n2. A seguir, segue uma tabela que mostra a quantidade de memória necessária de espaço temporário em termos do número de elementos das matrizes a serem multiplicadas (calculado a partir do M( n ) de cada algoritmo) e de bytes:

	algoritmo

\ N
	strassen (elementos)
	strassen

(MEMÓRIA)
	WINOGRAD

(ELEMENTOS)
	WINOGRAD

(MEMÓRIA)

	1
	0
	0 bytes
	0
	0 bytes

	2
	2
	8 bytes
	3
	12 bytes

	4
	10
	40 bytes
	15
	60 bytes

	8
	42
	168 bytes
	63
	252 bytes

	16
	170
	680 bytes
	255
	1020 bytes

	32
	682
	2,664 Kb
	1023
	3,996 Kb

	64
	2730
	10,66 Kb
	4095
	16,00 Kb

	128
	10922
	42,66 Kb
	16383
	64,00 Kb

	256
	43690
	170,7 Kb
	65535
	256,0 Kb

	512
	174762
	682,7 Kb
	262143
	1,000 Mb

	1024
	699050
	2,667 Mb
	1048575
	4,000 Mb

	2048
	2796202
	10,67 Mb
	4194303
	16,00 Mb 

	4096
	11184810
	42,67 Mb
	16777215
	64,00 Mb


Note-se que a quantidade de memória temporária começa a ficar muito grande, fazendo com que multiplicação de matrizes com ordem igual ou maior do que 4096 causem trashing no sistema onde o programa foi testado, o que piora muito o desempenho da implementação do algoritmo, já que paginação é uma operação lenta.


Portanto, para n > 4096, para se tirar proveito dos algoritmos de Strassen e de Winograd, os quais são mais eficientes neste intervalo, deve-se usar um computador com muita RAM disponível para o programa.

8) METODOLOGIA USADA NA ANÁLISE EMPÍRICA DOS 

    ALGORITMOS:

Para se medir tempo, foi usada a função clock( ), a qual retorna o número de ticks de relógio do processador transcorridos. O valor retornado é o produto da quantidade de tempo que passou desde o início do processo e o valor da constante CLOCKS_PER_SEC.

Portanto, chama-se esta função clock( ) antes e depois da execução de um determinado algoritmo de multiplicação de matrizes. Depois, calcula-se a diferença dos valores obtidos em cada chamada e divide-se esta diferença pela constante CLOCKS_PER_SEC, o que dá o tempo de execução do algoritmo em segundos.

A faixa de ordem de matriz utilizada foi de 64 a 4096 para todos os algoritmos, já que com n < 64, o tempo de processamento medido é zero (pois a precisão do relógio do computador é de centésimos de segundo), e com n > 4096, o tempo de execução fica longo demais e para os algoritmos de Strassen e Winograd, há o problema de trashing.

Para cada algoritmo, as matrizes foram geradas com as ordens sendo potências de 2 por causa dos dois últimos algoritmos. E as matrizes usadas nos testes eram todas compostas de 1's, já que o desempenho dos algoritmos não variam com o valor dos elementos das matrizes .

Comparativamente à implementação do algoritmo clássico, as implementações dos algoritmos de Strassen e Winograd são mais complexas, uma vez que esses algoritmos são recursivos e utilizam mais memória. Logo, para que fosse possível uma comparação viável entre os algoritmos, houve uma preocupação em uma implementação eficiente desses algoritmos recursivos, havendo, assim, otimizações na gerência de memória.

Inicialmente foram levadas em consideração as questões abordadas anteriormente sobre a otimização de memória dos algoritmos, propondo uma seqüência eficiente para os cálculos intermediários a cada iteração recursiva. Entretanto, foi constatado que as implementações iniciais dos algoritmos recursivos, que alocavam e desalocavam a memória temporária utilizada a cada iteração, acarretaram uma performance deficitária, pois diversas chamadas ao sistema (que são lentas) para alocação e desalocação de memória eram realizadas, utilizando as funções malloc( ) e free( ), respectivamente.

Como foi demonstrado anteriormente, a quantidade de memória adicional necessária para execução dos algoritmos é fixa e pode ser determinada com base na ordem da matriz. Por esta razão, as implementações apresentadas neste trabalho inicialmente alocam a memória adicional necessária para o cálculo da multiplicação de duas matrizes de ordem n e repassa essa memória para o algoritmo recursivo correspondente por referência. Assim sendo, cada chamada recursiva tem disponível o espaço de memória necessário para a realização dos cálculos e pode repassar o restante da memória não utilizada para as demais chamadas recursivas. Desta forma, garante-se o mínimo de memória a ser alocada e retira-se as chamadas ao sistema necessárias a alocação e desalocação de memória a cada iteração do algoritmo recursivo.

Os detalhes sobre como tudo dito acima foi implementado está no código fonte a seguir.

Já os dados das saídas dos algoritmos estão tabulados de forma a poderem ser importados diretamente para programas de análise numérica como o Excel e o Microcal Origin.

Quanto ao ambiente onde foram feitos os testes, este foi numa janela DOS rodando sob o Windows 98 Second Edition, num Pentium III, 500 Mhz e 256 Mb RAM. O compilador utilizado foi o Microsof Visual C++ 6.0. 

Por fim, os gráficos foram gerados utilizando-se o programa Microcal Origin 4.1.

9) CÓDIGO FONTE DO PROGRAMA COM OS ALGORITMOS 

    IMPLEMENTADOS:

9.1) StdAfx.h:
/* stdafx.h */

#define MATRIX      int**

#define MORTON      int*

#define SZ_ERR_MEM  "Erro de falta de memória.\nPrograma sendo abortado.\n"

#define SZ_CLASSICA "Multiplicacao pelo metoco classico\n"

#define SZ_STRASSEN "Multiplicacao pelo metodo de Strassen\n"

#define SZ_WINOGRAD "Multiplicacao pelo metodo de Winograd\n"

typedef MATRIX tpMultMat( MATRIX Matriz_1 ,

                          MATRIX Matriz_2 ,

                          int    iTamanho  ) ;

MATRIX createMatrix( int iTamanho ) ;

MORTON CriarMorton( int iTamanho ) ;

void DestruirMatriz( MATRIX Matriz   ,

                     int    iTamanho  ) ;

MORTON toMorton(MATRIX matrix, int size);

MATRIX fromMorton(MORTON morton, int size);

void sum(MORTON a, MORTON b, MORTON c, int size);

void sub(MORTON a, MORTON b, MORTON c, int size);

void multS(MORTON a, MORTON b, MORTON c, MORTON t, int size);

void multW(MORTON a, MORTON b, MORTON c, MORTON t, int size);

MATRIX MultClassica( MATRIX Matriz_1 ,

                     MATRIX Matriz_2 ,

                     int    iTamanho  ) ;

MATRIX MultStrassen( MATRIX Matriz_1 ,

                     MATRIX Matriz_2 ,

                     int    iTamanho  ) ;

MATRIX MultWinograd( MATRIX Matriz_1 ,

                     MATRIX Matriz_2 ,

                     int    iTamanho  ) ;

9.2) Principal.h:

/* principal.h */

void ExecutarMult( tpMultMat* MultMat   ,



      int        iMaxTam   ,

                   char*      szMultMat  ) ;

void Inicializar( MATRIX Matriz   ,

                  int    iTamanho  ) ;

9.3) StdAfx.c:
/* stdafx.c */

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include "stdafx.h"

MATRIX createMatrix(int size)

{

   int    i                                           ;

   MATRIX a = ( int** )malloc( sizeof( int* ) * size ) ;

   if ( a == NULL ) { 

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ; 

   } /* if */

   for (i = 0; i < size; i++) {

      a[ i ] = ( int* )malloc( sizeof( int ) * size ) ;

      if ( a[ i ] == NULL ) { 

         printf( SZ_ERR_MEM ) ;

         exit( 0 ) ;

      } /* if */

   }

   return a;

}

void DestruirMatriz( MATRIX Matriz   ,

                     int    iTamanho  ) {

   int i ;

   for ( i = 0 ; i < iTamanho ; i++ ) {

      free( Matriz[ i ] ) ;

   } /* for */      

   free( Matriz ) ;

} /* DestruirMatriz */

MORTON CriarMorton( int iTamanho ) {

   MORTON Vetor = ( int* )malloc( sizeof( int ) * iTamanho ) ;

   if ( Vetor == NULL ) { 

      printf( SZ_ERR_MEM ) ;

      exit( 0 ) ;

   } /* if */

   return Vetor ;

} /* CriarMorton */

void mortonCopy(MORTON m, int* c, MATRIX a, int lx, int ly, int hx, int hy)

{

   if ((lx == hx) && (ly == hy)) m[(*c)++] = a[lx][ly];

   else

   {

      int mx = (lx + hx) / 2;

      int my = (ly + hy) / 2;

      mortonCopy(m, c, a, lx, ly, mx, my);

      mortonCopy(m, c, a, lx, my + 1, mx, hy);

      mortonCopy(m, c, a, mx + 1, ly, hx, my);

      mortonCopy(m, c, a, mx + 1, my + 1, hx, hy);

   }

}

void matrixCopy(MORTON m, int* c, MATRIX a, int lx, int ly, int hx, int hy)

{

   if ((lx == hx) && (ly == hy)) a[lx][ly] = m[(*c)++];

   else

   {

      int mx = (lx + hx) / 2;

      int my = (ly + hy) / 2;

      matrixCopy(m, c, a, lx, ly, mx, my);

      matrixCopy(m, c, a, lx, my + 1, mx, hy);

      matrixCopy(m, c, a, mx + 1, ly, hx, my);

      matrixCopy(m, c, a, mx + 1, my + 1, hx, hy);

   }

}

MORTON toMorton(MATRIX matrix, int size)

{

   MORTON morton = CriarMorton( size * size ) ;

   int    c      = 0                          ;

   mortonCopy(morton, &c, matrix, 0, 0, size-1, size-1);

   return morton;

}

MATRIX fromMorton(MORTON morton, int size)

{

   MATRIX matrix = createMatrix( size ) ;

   int    c      = 0                    ;

   matrixCopy(morton, &c, matrix, 0, 0, size-1, size-1);

   return matrix;

}

void sum(MORTON a, MORTON b, MORTON c, int size)

{

   int i ;

   for (i = 0; i < size; i++) c[i] = a[i] + b[i];

}

void sub(MORTON a, MORTON b, MORTON c, int size)

{

   int i ;

   for (i = 0; i < size; i++) c[i] = a[i] - b[i];

}

void multS(MORTON a, MORTON b, MORTON c, MORTON t, int size)

/*

 * Método de Strassen

 * Tempo: O(n^2.81)

 */

{

   if (size == 1) {

      c[0] = a[0] * b[0];

   } else {

      int level = size / 4;

      MORTON a11 = a;

      MORTON a12 = a11 + level;

      MORTON a21 = a12 + level;

      MORTON a22 = a21 + level;

      MORTON b11 = b;

      MORTON b12 = b11 + level;

      MORTON b21 = b12 + level;

      MORTON b22 = b21 + level;

      MORTON c11 = c;

      MORTON c12 = c11 + level;

      MORTON c21 = c12 + level;

      MORTON c22 = c21 + level;

      MORTON t1 = t;

      MORTON t2 = t1 + level;

      //Remainder to be used in recursive calls

      MORTON r = t2 + level;

      //Calculate vi using c11 e c12     (free: c11, c12, c21, c22)

      sub(a21, a11, c11, level);

      sum(b11, b12, c12, level);

      multS(c11, c12, c22, r, level);

      //Calculate i using c12 e c21      (free: c11, c12, c21)

      sum(a11, a22, c12, level);

      sum(b11, b22, c21, level);

      multS(c12, c21, c11, r, level);

      sum(c22, c11, c22, level);

      //Calculate vii using c12 e c21    (free: c12, c21)

      sub(a12, a22, c12, level);

      sum(b21, b22, c21, level);

      multS(c12, c21, t1, r, level);     //vii

      sum(c11, t1, c11, level);

      //Calculate iv using c12           (free: c12, c21)

      sub(b21, b11, c12, level);

      multS(a22, c12, t1, r, level);     //iv

      sum(c11, t1, c11, level);

      //Calculate ii using c12           (free: c12, c21)

      sum(a21, a22, c12, level);

      multS(c12, b11, c21, r, level);

      sub(c22, c21, c22, level);

      sum(c21, t1, c21, level);

      //Calculate iii using t1           (free: c12)

      sub(b12, b22, t1, level);

      multS(a11, t1, c12, r, level);

      sum(c22, c12, c22, level);

      //Calculate v using t2

      sum(a11, a12, t2, level);

      multS(t2, b22, t1, r, level);

      sub(c11, t1, c11, level);

      sum(c12, t1, c12, level);

   }

}

void multW(MORTON a, MORTON b, MORTON c, MORTON t, int size)

/*

 * Método de Winograd

 * Tempo: O(n^2.81)

 */

{

   if (size == 1) {

      c[0] = a[0] * b[0];

   } else {

      int level = size / 4;

      MORTON a11 = a;

      MORTON a12 = a11 + level;

      MORTON a21 = a12 + level;

      MORTON a22 = a21 + level;

      MORTON b11 = b;

      MORTON b12 = b11 + level;

      MORTON b21 = b12 + level;

      MORTON b22 = b21 + level;

      //Using result space for temporary calculations

      MORTON c11 = c;

      MORTON c12 = c11 + level;

      MORTON c21 = c12 + level;

      MORTON c22 = c21 + level;

      MORTON t1 = t;

      MORTON t2 = t1 + level;

      MORTON t3 = t2 + level;

      //Remainder to be used in recursive calls

      MORTON r = t3 + level;





      sub(a11, a21, t1, level);         //s3

      sub(b22, b12, t2, level);         //s7

      multW(t1, t2, c21, r, level);     //m4

      sum(a21, a22, t1, level);         //s1

      sub(b12, b11, t2, level);         //s5

      multW(t1, t2, c22, r, level);     //m5

      sub(t1, a11, t1, level);          //s2

      sub(b22, t2, t2, level);          //s6

      multW(t1, t2, c12, r, level);     //m1

      multW(a11, b11, c11, r, level);   //m2

      sum(c12, c11, c12, level);        //t1

      sum(c21, c12, c21, level);        //t2

      sum(c12, c22, c12, level);        //t1+m5

      sum(c22, c21, c22, level);        //c22

      sub(a12, t1, t1, level);          //s4

      sub(t2, b21, t2, level);          //s8

      multW(t1, b22, t3, r, level);     //m6

      sum(c12, t3, c12, level);         //c12

      multW(a22, t2, t3, r, level);     //m7

      sub(c21, t3, c21, level);         //c21

      multW(a12, b21, t1, r, level);
 //m3

      sum(c11, t1, c11, level);         //c12

   }

}

MATRIX MultClassica( MATRIX a    , 

                     MATRIX b    , 

                     int    size  ) {

/*

 * Pela definição de multiplicação de matrizes

 * Tempo: O(n^3)

 */

   MATRIX c = createMatrix( size ) ;

   int    i                        , 

          j                        , 

          k                        ;

   for (i = 0; i < size; i++) {

      for (j = 0; j < size; j++) {

         c[i][j] = 0;

         for (k = 0; k < size; k++) {

            c[i][j] += a[i][k] * b[k][j];

         }

      }

   }

   return c;

}

MATRIX MultStrassen( MATRIX Matriz_1 ,

                     MATRIX Matriz_2 ,

                     int    iTamanho  ) {

   MATRIX MatProduto                                                      ;

   MORTON MatAMorton = toMorton( Matriz_1, iTamanho )                     ;

   MORTON MatBMorton = toMorton( Matriz_2, iTamanho )                     ;

   MORTON MatCMorton = CriarMorton( iTamanho * iTamanho )                 ;

   MORTON MatTMorton = CriarMorton( ( 2 * iTamanho * iTamanho - 2 ) / 3 ) ;

   multS( MatAMorton, MatBMorton, MatCMorton, MatTMorton, iTamanho * iTamanho ) ;

   MatProduto  = fromMorton( MatCMorton, iTamanho ) ;

   free( MatAMorton ) ;

   free( MatBMorton ) ;

   free( MatCMorton ) ;

   free( MatTMorton ) ;

   return MatProduto ;

} /* MultStrassen */ 

MATRIX MultWinograd( MATRIX Matriz_1 ,

                     MATRIX Matriz_2 ,

                     int    iTamanho  ) {

   MATRIX MatProduto                                              ;

   MORTON MatAMorton = toMorton( Matriz_1, iTamanho )             ;

   MORTON MatBMorton = toMorton( Matriz_2, iTamanho )             ;

   MORTON MatCMorton = CriarMorton( iTamanho * iTamanho )         ;

   MORTON MatTMorton = CriarMorton( ( iTamanho * iTamanho ) - 1 ) ;

   multW( MatAMorton, MatBMorton, MatCMorton, MatTMorton, iTamanho * iTamanho ) ;

   MatProduto  = fromMorton( MatCMorton, iTamanho ) ;

   free( MatAMorton ) ;

   free( MatBMorton ) ;

   free( MatCMorton ) ;

   free( MatTMorton ) ;

   return MatProduto ;

} /* MultWinograd */

9.4) Principal.c:

#include <stdio.h>

#include <time.h>

#include "stdafx.h"

#include "principal.h"

#define MATRIXSIZE 256

void ExecutarMult( tpMultMat* MultMat   ,



      int        iMaxTam   ,



      char*      szMultMat  ) {

   int     i                 ;

   double  dTempo            ;

   clock_t TempoInicial      ,

           TempoFinal        ;

   printf( szMultMat ) ;

/* calcula o produto de matrizes para vários tamanhos de matrizes */

   for ( i = 64 ; i <= iMaxTam ; i *= 2  ) {

      MATRIX Matriz = createMatrix( i ) ;

      MATRIX Result                     ;

      Inicializar( Matriz, i ) ;

      TempoInicial = clock( ) ;

      Result = MultMat( Matriz, Matriz, i ) ;

      TempoFinal = clock( ) ;

      DestruirMatriz( Matriz, i ) ;

      DestruirMatriz( Result, i ) ;

      dTempo = ( double )( TempoFinal - TempoInicial ) / CLOCKS_PER_SEC ;

      printf( "\t%d\t%lf\n", i, dTempo ) ;

   } /* for */

} /* ExecutarMult */

void Inicializar( MATRIX Matriz   ,

                  int    iTamanho  ) {

   int i ,

       j ;

   for ( i = 0 ; i < iTamanho ; i++ ) {

      for ( j = 0 ; j < iTamanho ; j++ ) {

         Matriz[ i ][ j ] = 1 ;

      } /* for */

   } /* for */

} /* Inicializar */

int main( void ) {

   ExecutarMult( MultClassica, 4096, SZ_CLASSICA ) ;

   ExecutarMult( MultStrassen, 4096, SZ_STRASSEN ) ;

   ExecutarMult( MultWinograd, 4096, SZ_WINOGRAD ) ; 

   return 0 ;

}

10) CONCLUSÕES:
Comprovou-se empiricamente as ordens de complexidade dos três algoritmos de ordenação que foram calculadas analiticamente. Também, ficou claro, tanto na implementação quanto nos cálculos de ordem de complexidade, de que o algoritmo clássico de multiplicação de matrizes é o mais eficientes para valores de n pequenos, enquanto o Winograd é o melhor para n’s grandes (( 8192), se o computador possuir memória RAM o suficiente para não haver trashing.
Também, notou-se que apesar de mais eficiente para n’s grandes, a memória necessária para que o Winograd seja viável é muito grande, o que possivelmente torna o uso deste algoritmo inviável para matrizes muito grandes. 

Idem para o Strassen, que embora seja menos eficiente que o Winograd para grandes valores de n, consome muita memória temporária, embora em quantidade menor do que o anterior.

Como estes algoritmos demoram muito para resolver matrizes grandes, o ideal é que eles fossem paralelizados e implementados de forma a rodarem em máquinas paralelas. Todavia, em ambos os algoritmos de Strassen e Winograd, é preciso haver uma ordem nas computações para haver uso eficiente de memória, o que reduz o grau paralelismo. 


Por fim, os algoritmos recursivos se aplicam naturalmente a matrizes com tamanhos que são potências de 2, porque elas podem ser facilmente divididas em quatro quadrantes em cada passo da recursão. Contudo, matrizes de qualquer ordem introduzirão um overhead extra. Há várias estratégias para se lidar com esses casos. A mais óbvia é colocar zeros na matriz para que ela passe a ser ter como ordem a potência de 2 mais próxima. Mas também é possível colocar zeros apenas nos níveis de recursão onde for necessário. Ou então usar menos passos recursivos, isto é, a partir do ponto onde é necessário colocar zeros, utilizar o algoritmo iterativo. 
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