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1) OBJETIVO:


O objetivo deste trabalho é analisar diferentes algoritmos que calculam o n-ésimo termo da Seqüência de Fibonacci dado a sua posição na seqüência, ou seja, n. Isto será feito em termos da complexidade de cada algoritmo e do tempo que eles levam para completar as suas execuções nas implementações dos mesmos.

2) INTRODUÇÃO:

Serão estudados os quatro algoritmos a seguir, sendo que para cada um deles foi feita uma implementação em C.

OBS: As funções retornam valores em double para que seja possível que elas retornem um número maior que 32767 como resultado do cálculo do n-ésimo termo da Seqüência de Fibonacci.

2.1) Algoritmo 1:

2.1.1) Algoritmo:

function fib1( n ) 

   if n < 2 

   then 

      return n

   else 

      return fib1( n - 1 ) + fib1( n - 2 )

2.1.2) Implementação em C:

double dFib_1( int n ) {

   if ( n < 2 ) {

      return n ;

   } /* if */

   return dFib_1( n - 1 ) + dFib_1( n - 2 ) ;

} /* dFib_1 */

2.2) Algoritmo 2:

2.2.1) Algoritmo:

function fib2( n )

   i ( 1 ; j ( 0

   for k = 1 to n do

      j ( i + j ;

      i ( j - i ;

   return j

2.2.2) Implementação em C:
double dFib_2( int n ) {

   double i = 1 ,


   j = 0 ,


   k     ;

   for ( k = 1 ; k <= n ; k++ ) {

      j += i ;

      i = j - i ;

   } /* for */

   return j ;

} /* dFib_2 */

2.3) Algoritmo 3:

2.3.1) Algoritmo:

function fib3( n )

   i ( 1 ; j ( 0 ; k ( 0 ; h ( 1

   while n > 0 do

      if n é ímpar 

         then 

            t ( j * h ;


       j ( i * h + j * k + t ;


       i ( i * k + t 

      t ( h² ;

      h ( 2 * k * h + t ;

      k ( k² + t ;

      n ( n div 2 ;

   return j

2.3.2) Implementação em C:

double dFib_3( int n ) {

   double i = 1 ,

          j = 0 ,

          k = 0 ,

          h = 1 ;

   while ( n > 0 ) {

      double t ;

      if ( ( n % 2 ) == 1 ) {


   t = j * h ;


   j = i * h + j * k + t ;


   i = i * k + t ;

      } /* if */

      t = h * h ;

      h = 2 * k * h + t ;

      k = k * k + t ;

      n = n / 2 ;

   } /* while */

   return j ;

} /* dFib_3 */
2.4) Algoritmo 4:

2.4.1) Algoritmo:

function fib4( n )

   return ( 2-n / sqrt( 5 ) ) * [ ( 1 + sqrt( 5 ) )n  

                               - ( 1 - sqrt( 5 ) )n ] 
2.4.2) Implementação em C:
double dFib_4( int n ) {

   return ( pow( 2., -n ) / sqrt( 5. ) ) * ( pow( 1. + sqrt( 5. ), n ) 

                                           - pow( 1. - sqrt( 5. ), n ) ) ;

} /* dFib_4 */

3) ANÁLISE DA COMPLEXIDADE DOS ALGORITMOS:

3.1) Algoritmo 1:

Para se ter uma idéia da complexidade deste algoritmo, basta se notar que, para cada chamada da função, se n > 2, serão feitas duas novas chamadas da mesma. E assim sucessivamente, até se chegar ao caso base. Com isso, nota-se que o número de chamadas aumenta exponencialmente, isto é, este algoritmo cresce exponencialmente com o aumento de n.


Outra forma de se chegar a esta conclusão e, ainda, calcular a complexidade deste algoritmo é contando o número de operações necessárias para o algoritmo fib1 calcular fib( n ), que, quando n > 2, é igual ao número de operações para calcular  fib( n - 1 ) mais ao de fib( n - 2 ) + 1. O “+ 1” vem da operação de soma na parte recursiva do algoritmo.  

Quando n = 0 ou n = 1, o número de operações é 1. Por isso, em algumas definições da Seqüência de Fibonacci, fib( 0 ) = fib( 1 ) = 1. Para se chegar ao número de operações para se calcular fib( n ) por fib1, pode-se primeiro calcular a fórmula explícita de fib( n ) em função de n.


Para se conseguir chegar a tal fórmula, deve-se resolver a equação de diferenças finitas de segunda ordem e coeficientes constantes: 

fib( n ) - fib( n - 1 ) - fib( n - 2 ) = 0 

com fib( 0 ) = 0 e fib( 1 ) = 1

A solução deste tipo de equação é da forma rn . Logo:

rn - rn - 1 - rn - 2 = 0

r2 - r - 1 = 0

r = 1 ( sqrt( 5 )
2

Então, fib( n ) = a * [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ]n + b * [ ( 1 - sqrt( 5 ) ) / 2 ]n
com n = 0, 0 = a + b

com n = 1, 1 = a * [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ] + b * [ ( 1 - sqrt( 5 ) ) / 2 ]

                     = a * [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ] - a * [ ( 1 - sqrt( 5 ) ) / 2 ]

                     = a * ( sqrt( 5 ) )

Logo, a = 1 / sqrt( 5 ) e b = - 1 / sqrt( 5 )

Portanto, 

fib( n ) = ( 1 / sqrt( 5 ) ) * { [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ]n - [ ( 1 - sqrt( 5 ) ) / 2 ]n }



 = ( 2-n / sqrt( 5 ) ) * [ ( 1 + sqrt( 5 ) )n - ( 1 - sqrt( 5 ) )n ]

A fórmula acima é a solução explícita para a Seqüênica de Fibonacci. Obviamente, esta pode ser implementada para se calcular os termos da seqüência, sendo ela o algoritmo 4 descrito no capítulo anterior esta fórmula. Para se achar o número de operações para o cálculo de fib( n ), deve-se resolver a seguinte equação:

Nfib( n ) = Nfib( n - 1 ) + Nfib( n - 2 ) + 1 ( Nfib( n ) - Nfib( n - 1 ) - Nfib( n - 2 ) = 1

com Nfib( 0 ) = 1 e Nfib( 1 ) = 1

A equação acima é a mesma que define o n-ésimo termo da Seqüência de Fibonacci, só que esta é não-homogênea. Então, a solução geral de fib( n ) é a mesma para a solução homogênea de Nfib( n ), ou seja:

Nfib( n ) = a * [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ]n + b * [ ( 1 - sqrt( 5 ) ) / 2 ]n
Para calcular a solução não-homogênea, pode-se aplicar o método dos coeficientes indeterminados. Como o termo não-homogêneo é 1, esta solução é uma constante. Seja A esta solução, então, substituindo-se A na equação recursiva de Nfib( n ), tem-se que:

A - A - A = 1 ( A = -1.

A solução completa é, então:

Nfib( n ) = a * [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ]n + b * [ ( 1 - sqrt( 5 ) ) / 2 ]n - 1

Agora, pode-se calcular a solução do problema de valor inicial:

1 = a + b - 1 ( a = 2 - b

1 = a * [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ] + b * [ ( 1 - sqrt( 5 ) ) / 2 ] - 1

2 = ( 2 - b ) *  [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ] + b * [ ( 1 - sqrt( 5 ) ) / 2 ]

1 - sqrt( 5 ) = -b * sqrt( 5 )

b = sqrt( 5 ) - 1

     sqrt( 5 )

a = 2 + 1 - sqrt( 5 ) = 1 + sqrt( 5 )
           sqrt( 5 )         sqrt( 5 )

Logo:

Nfib( n ) = [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / sqrt( 5 ) ] * [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ]n 

   + [ ( 1 - sqrt( 5 ) ) / sqrt( 5 ) ] * [ ( 1 - sqrt( 5 ) ) / 2 ]n - 1

Nfib( n ) = ( 2 -n  / sqrt( 5 ) ) * [ ( 1 + sqrt( 5 ) )n+1 -  ( 1 - sqrt( 5 ) )n+1 ] - 1


Uma outra maneira de se chegar a este resultado a partir da fórmula explícita para o n-ésimo termo da Seqüência de Fibonacci é constatando que:

Nfib( n ) + 1 = ( Nfib( n - 1 ) + 1 ) + ( Nfib( n - 2 ) + 1 ),

Nfib( 0 ) + 1 = 2 e 

Nfib( 1 ) + 1 = 2.


Substituindo-se Nfib( n ) + 1 por F( n ), tem-se que:

F( n ) = F( n -1 ) + F( n - 2 )

com F( 0 ) = 2 e F( 1 ) = 2,

que é exatamente a Seqüência de Fibonacci, porém, ignorando o primeiro valor da seqüência e duplicando os outros dois primeiros valores da mesma, o que resultará na seqüência toda duplicada. Então tem-se que:

NFib( n ) + 1 = 2 * fib( n + 1 ) ( NFib( n ) = 2 * fib( n + 1 ) - 1


Por fim, substituindo-se a fórmula explícita de fib( n ) na equação acima, chega-se ao mesmo resultado encontrado anteriormente para Nfib( n ).

Como a expressão para Nfib( n ) é exponencial, tal como a de fib( n ), conclui-se que fib1( n ) é um algoritmo que tem ordem de complexidade exponencial, a qual é O( [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ] n ), levando-se em conta que o segundo termo da diferença tende a zero quando n tende a infinito e desconsiderando-se as constantes. 

Algo interessante a ser notado é que a medida que se avança na Seqüência de Fibonacci, a razão entre dois termos consecutivos tende ao chamado número de ouro, cujo valor é 1,618033989... Este número é exatamente ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2. Isso pode ser visualizado no quadro abaixo:

	Seqüência de Fibonacci
	fib( N + 1 ) / fib( N )

	0
	**************

	1
	1,000000000

	1
	2,000000000

	2
	1,500000000

	3
	1,666666667

	5
	1,600000000

	8
	1,625000000

	13
	1,615384615

	21
	1,619047619

	34
	1,617647059

	55
	1,618181818

	89
	1,617977528

	144
	1,618055556

	233
	1,618025751

	377
	1,618037135

	610
	1,618032787

	987
	1,618034448

	1597
	1,618033813

	2584
	***************


Pode-se provar que, quando n é grande, 

fib( n + 1 ) / fib( n ) ( ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2,

já que o segundo termo da fórmula explicita para a Seqüência de Fibonacci              ([ ( 1 - sqrt( 5 ) ) / 2 ]n / sqrt( 5 )) tende a zero, tal como acontece com o número de operações. Então,

fib( n + 1 ) =  [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ]n + 1 / sqrt( 5 ) =  ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2

        fib( n )          [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ]n / sqrt( 5 )


Nota-se que este valor é também a razão entre o número de operações de    fib( n+1 ) e fib( n ) quando n tende a infinito.

3.2) Algoritmo 2:

O cálculo da ordem de complexidade deste algoritmo é bem mais simples em relação ao algoritmo anterior. Contando-se o número de operações realizadas, tem-se que:

Nfib( n ) = 2 + ( 2 + 1 ) * n = 3 * n + 2,

onde o “2” vem das duas atribuições iniciais, o “2 * n” vem do número de operações dentro do loop e o “1 * n” aparece por causa do incremento do k. Desconsiderando-se as constantes, tem-se que o segundo algoritmo tem complexidade O( n ).

3.3) Algoritmo 3:


Para o cálculo da ordem de complexidade deste algoritmo, será levado em conta o pior caso na contagem do número de operações. Nota-se, porém, que não faria diferença se fosse contado número de operações o melhor caso, já que a diferença ficaria apenas na constantes multiplicativas, que são desconsideradas na notação O( f( n ) ). Assim:

Nfib( n ) = 4 + ( 1 + 1 + 3 + 4 ) * ( log2( n ) + 1 ) = 9 * log2( n ) + 13   

onde o “4” vem das atribuições iniciais, os “1’s” vêem dos testes do while e do if, o “+ 3” vem do número de atribuições dentro do if, o “+ 4” vem das atribuições restantes no corpo do loop e o “log2( n ) + 1” vem do número de iterações que o loop faz. A quantidade de iterações é logarítmica porque n é sucessivamente dividido por dois durante a repetição. Tirando-se as constantes, tem-se que o segundo algoritmo tem complexidade O( ln( n ) ). 

3.4) Algoritmo 4:
Nota-se que este é um algoritmo ainda mais eficiente para calcular o n-ésimo termo da Seqüência de Fibonacci, o qual é a própria fórmula explícita para o cálculo do mesmo. 

Como ele não possui nenhuma iteração ou recursão que aumente com o tamanho de n, este algoritmo tem complexidade constante, ou seja, ela é O( 1 ). É importante lembrar que a implementação dele pode não gastar um tempo constante e aumentar com n; isso vai depender de como a função exponencial estiver implementada.

4) JUSTIFICATIVA PARA O ALGORITMO 3:

A idéia deste algoritmo é calcular o n-ésimo termo da Seqüência de Fibonacci interpretando o mesmo como um somatório de potências de base 2 (representação binária de n). Pode-se expressar números naturais decimais na base binária como:


[image: image1.wmf]i

m

i

i

x

2

0

å

=

; xi podendo ser 0 ou 1 (algarismos da base binária).


Este algoritmo identifica os xi = 1, de tal forma que calcula fib( n ) a partir do somatório dos termos na base 2 de coeficiente igual a 1. Por exemplo, para calcular fib( 5 ), fib3 calculará fib( 22 + 20 ).


Primeiramente, serão deduzidas algumas equações a partir de fib( n ) para que seja possível a demonstração de que fib3( n ) realmente calcula fib( n ).


Para isso, vai se supor que a entrada n é maior ou igual a um e está representada como um somatório de potências na base 2. Com isso, tem-se que

fib( n ) = fib(
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Considerando-se a seguinte equação: 

fib( a + b ) = fib( a ) * fib( b + 1 ) + fib( a - 1 ) * fib ( b ), tal que a ( 1 e b ( 0,

cuja dedução é simples, usando-se indução, como mostrado a seguir:

base:
se b = 0, fib( a + 0 ) = fib( a ) * fib( 0 + 1 ) + fib( a - 1 ) * fib( 0 ) 

                                = fib( a ) * fib( 1 ) + fib( a - 1 ) * 0

                                = fib( a )

se a = 1, fib( 1 + b ) = fib( 1 ) * fib( b + 1 ) + fib( 1 - 1 ) * fib( b )

                                = 1 * fib( b + 1 ) + 0 * fib( b )

                                = fib( 1 + b )

passo de indução: a > 1 e b > 0

fib( a + b ) = fib( a + b - 1 ) + fib( a + b - 2 )

      = fib[ a + ( b - 1 ) ] + fib[ ( a - 1 ) + ( b - 1 ) ]

Pela hipótese de indução,

                 = fib( a ) * fib( b - 1 + 1 ) + fib( a - 1 ) * fib( b - 1 ) 

      

+ fib( a - 1 ) * fib( b - 1 + 1 ) + fib( a - 1 - 1 ) + fib( b - 1 )

                 = fib( a ) * fib( b ) + fib( a - 1 ) * fib ( b - 1 ) 

                 

+ fib( a - 1 ) * fib( b ) + fib( a - 2 ) * fib( b - 1 )

                 = fib( a ) * fib( b ) + fib( a - 1 ) * fib( b ) 

                 

+ fib( a - 1 ) * fib( b - 1 ) + fib( a - 2 ) * fib( b - 1 )

                 = fib( b ) * [ fib( a ) + fib( a - 1 ) ] + fib( b - 1 ) * [ fib( a - 1 ) + fib( a - 2 ) ]

                 = fib( b ) * fib( a + 1 ) + fib( b - 1 ) * fib( a )

                 = fib( b + a )

                 = fib( a + b )

sabe-se, então, como calcular o número de Fibonacci para um inteiro representado como a soma de dois outros inteiros a e b. Portanto:

fib( n ) = fib(
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Sendo que neste somátorio só se está interessado nos termos com xi  = 1.

Para facilitar esta demonstração, chamar-se-á de X o número inteiro 
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, de modo que n = X + 2m. Então, tem-se que

fib( X +  2m ) = fib( 2m ) * fib( X + 1 ) + fib( 2m - 1 ) * fib( X )

                     = fib( 2m ) * [ fib( X ) + fib( X - 1 ) ] + fib( 2m - 1 ) * fib( X )

                     = fib( 2m ) * fib( X ) + fib( 2m ) * fib( X - 1 ) + fib( 2m - 1 ) * fib( X )

Na última equação, chegou-se aos termos fib( 2m ) e fib( 2m - 1 ), mas não se pode calculá-los ainda. Se for possível definir fib( 2m ) em termos de fib( 2m - 1 ), por indução, será possível chegar a fib( 20 ) = fib( 1 ) = 1 e, deste modo, será possível se calcular os demais fatores de potências na base 2.

Seja X = 0, ou seja, n =  2m, m ( 0. Para se calcular fib( 2m ), vai se partir da equação 

fib( 2m ) = fib( 2m - 1 + 2m - 1 )  

             = fib( 2m - 1 ) * fib( 2m - 1 + 1 ) + fib( 2m - 1 - 1 ) * fib( 2m - 1 ) 

             = fib( 2m - 1 ) * [ fib( 2m - 1 + 1 ) + fib( 2m - 1 - 1 ) ]

             = fib( 2m - 1 ) * [ fib( 2m - 1 ) + 2 * fib( 2m - 1 - 1 ) ]

             = fib( 2m - 1 )2 + 2 * fib( 2m - 1 ) * fib( 2m - 1 - 1 )


Para se calcular fib( 2m - 1 ), tem-se que 

fib( 2m - 1 ) = fib( 2m - 1 - 1 + 2m - 1)

                 = fib( 2m - 1 ) * fib( 2m - 1 ) + fib( 2m - 1 - 1 ) * fib( 2m - 1 - 1 )

                 = fib( 2m - 1 )2 + fib( 2m - 1 - 1 )2

Por fim, como X também está representado por potências na base 2, é possível se calcular fib( X ) e fib( X - 1 ) na equação fib( X +  2m ). 


Por isso, é possível calcular fib(
[image: image6.wmf]i

m

i

i

x

2

1

0

å

-

=

+ xm 2m ) e, conseqüentemente,      fib( n ).


Também tem-se que, como qualquer número inteiro n, sendo n positivo, é representado de, no mínimo 1 termo, e, no máximo, log2( n ) + 1 termos, na base 2, calcular-se-á 

fib( a + b ) = fib( a ) * fib( b + 1 ) + fib( a - 1 ) * fib ( b ) no mínimo uma vez (com         b = 0), e no máximo log2( n ) + 1 vezes. 


Agora será possível se demonstrar que fib3( n ) calcula fib( n ).


Se n = 0, o loop não é feito e o valor de j = 0, que é o valor devolvido e é igual ao fib( 0 ).


Se n > 0, entra-se no corpo do laço log2( n ) + 1 vezes, pois a cada iteração, n recebe o valor de n div 2.


Se forem analisados o bloco do if e o bloco que fica depois do if em fib3 e as equações que foram deduzidas acima, chega-se as seguintes associações:

fib( X + 2m ) = fib( 2m ) * fib( X ) + fib( 2m ) * fib( X - 1 ) + fib( 2m - 1 ) * fib( X ) 

                    = fib( X - 1 ) * fib( 2m ) + fib( X ) * fib( 2m - 1 ) + fib( X ) * fib( 2m )

com j = i * h + j * k + j * h;

fib( 2m ) = fib( 2m - 1 )2 + 2 * fib( 2m - 1 ) * fib( 2m - 1 - 1 )

            = 2 * fib( 2m - 1 - 1 ) * fib( 2m - 1 ) + fib( 2m - 1 )2
com h = 2 * k * h + h2;

fib( 2m - 1 ) = fib( 2m - 1 )2 + fib( 2m - 1 - 1 )2
                 = fib( 2m - 1 - 1 )2 + fib( 2m - 1 )2 

com k = k2 + h2, 

e i com fib( X + 2m - 1 ).

A cada repetição do bloco while, o bloco depois do if é sempre executado, atualizando sempre as variáveis h e k. A cada iteração, a variável h guarda fib( 2m ) e a variável k, fib( 2m - 1 ). O trecho do if só é executado se n é ímpar, isto é, se o coeficiente de xi da potência de 2i for igual a 1. Então, serão calculadas                   fib( X + 2m - 1 ) e fib( X + 2m ) nas variáveis i e j respectivamente (fib( X ) foi calculado e atribuído a j e fib( X -1 ) a i na iteração anterior).


Fica claro que para todo n maior do que 1, a condição de que n é igual a um é atingida necessariamente uma vez, na última iteração do loop, fazendo com que j receba o valor de fib( n ). Como 1 div 2 = 0, a condição de saída do loop é atingida na próxima iteração e o valor de j é retornado pela fib3.

5) FORMA DE MEDIR TEMPO DE EXECUÇÃO NAS  

    IMPLEMENTAÇÕES DOS ALGORITMOS:

Para se fazer isso, foi usada a função clock( ), a qual retorna o número de ticks de relógio do processador transcorridos. O valor retornado é o produto da quantidade de tempo que passou desde o início do processo e o valor da constante CLOCKS_PER_SEC.

Se esta função for chamada num determinado instante, chamá-la novamente depois de se calcular o Fibonacci de um número para depois medir o intervalo de tempo não é uma boa solução, pois a precisão de tempo do computador é muito ruim, o que faria com que os valores de tempo obtidos fossem muito ruins para valores baixos de n. 

Por isso, calculou-se várias vezes o Fibonacci de um determinado número e, após isso, chamou-se a função clock( ) novamente para se calcular o instante final. Depois, através da função dCalcularTempo( ), calculou-se a diferença de tempo entre os instantes antes e depois do cálculo destas várias vezes para este número da Seqüência de Fibonacci. Esta função calcula a diferença entre estes dois instantes em segundos e retorna este resultado dividido pelo número de vezes que o valor foi calculado. Desta maneira, foi possível maior precisão para os resultados. 

Para fib1, a repetição foi de cinqüenta mil vezes. Já para fib2 e fib3 foi de quinhentas mil vezes, e para fib4, cem mil. Foi preciso usar números diferentes de repetições de acordo com algoritmo utilizado, pois alguns são mais rápidos do que outros. Há também o consumo de tempo para que se possa repetir cada cálculo, mas este é insignificante em comparação ao da execução dos algoritmos. Os detalhes sobre como isso foi implementado está no código fonte a seguir.

O ambiente onde foram feitos os testes foi numa janela DOS rodando sob o Windows 98 Second Edition, num Pentium III, 500 Mhz e 256 Mb RAM. O compilador utilizado foi o Microsof Visual C++ 6.0. 
6) CÓDIGO FONTE DO PROGRAMA COM OS QUATRO 

    ALGORITMOS IMPLEMENTADOS:


/*==============================================================================

* Nome do arquivo: FIB.C

*

* Versao:          V 1.00

*

* Autores:

*         Claudio Nogueira Sant' Anna -> 0210483-7
*         Juliana Carpes Imperial     -> 0124811-7

*         Renato Figueiró Maia        -> 0210477-5

*

* Descricao:

*   Contém a implementação de alguns algoritmos para o cálculo do n-ésimo termo

*   da Seqüência de Fibonacci e de funções auxiliares para se analisar o 

*   desempenho de cada algoritmo.

*=============================================================================*/

#include <stdio.h>

#include <time.h>

#include <math.h>

/* constantes numérias */

#define I_MAX_FIB1      21

#define I_MAX_FIB2      301

#define I_MAX_FIB3      601

#define I_MAX_FIB4      601

#define D_REPETICOES1   50000.0

#define D_REPETICOES2   500000.0

#define D_REPETICOES3   500000.0

#define D_REPETICOES4   100000.0

/* strings de formatação para a printf */

#define SZ_FORMATA_FIB1 "fib( %d ) = %lf; tempo = %e \n"

#define SZ_FORMATA_FIB2 "fib( %d ) = %lf; tempo = %e \n"

#define SZ_FORMATA_FIB3 "fib( %d ) = %lf; tempo = %e \n"

#define SZ_FORMATA_FIB4 "fib( %d ) = %lf; tempo = %e \n"

/* outas strings impressas no vídeo */

#define SZ_FIB1         "fib1\n----\n"

#define SZ_FIB2         "\nfib2\n----\n"

#define SZ_FIB3         "\nfib3\n----\n"

#define SZ_FIB4         "\nfib4\n----\n"

/* cabecalhos das funções */

/*==============================================================================

* Função:   dFib_1

* Objetivo: Calcular o n-ésimo termo da Seqüência de Fibonacci recursivamente.

*=============================================================================*/

double dFib_1( int n ) ;

/*==============================================================================

* Função:   dFib_2

* Objetivo: Calcular o n-ésimo termo da Seqüência de Fibonacci iterativamente.

*=============================================================================*/

double dFib_2( int n ) ;

/*==============================================================================

* Função:   dFib_3

* Objetivo: Calcular o n-ésimo termo da Seqüência de Fibonacci iterativamente.

*=============================================================================*/

double dFib_3( int n ) ;

/*==============================================================================

* Função:   dFib_4

* Objetivo: Calcular o n-ésimo termo da Seqüência de Fibonacci explicitamente.

*=============================================================================*/

double dFib_4( int n ) ;

/*==============================================================================

* Função:   dCalcularTempo

* Objetivo: Calcular o tempo necessário para o calculo do n-esimo termo da 

*           Seqüência de Fibonacci.

*=============================================================================*/

double dCalcularTempo( clock_t TempoInicial ,

                       clock_t TempoFinal   ,




   double  dRepeticoes   ) ;

/*==============================================================================

* Função:   ExecutarFib

* Objetivo: Executar um determidado algoritmo de Fibonacci e mais algumas 

*           operações para analisá-lo.

*=============================================================================*/

void ExecutarFib( double ( * dFib )( int n ) ,



     int    iMaxFib             ,



     char*  szFormataFib        ,



     char*  szFib               ,



     double dRepeticoes          ) ;

/* implementacao das funcoes */

/*==============================================================================

* Função: dFib_1

*=============================================================================*/

double dFib_1( int n ) {

   if ( n < 2 ) {

      return n ;

   } /* if */

   return dFib_1( n - 1 ) + dFib_1( n - 2 ) ;

} /* dFib_1 */

/*==============================================================================

* Função: dFib_2

*=============================================================================*/

double dFib_2( int n ) {

   double i = 1 ,


   j = 0 ,


   k     ;

   for ( k = 1 ; k <= n ; k++ ) {

      j += i ;

      i = j - i ;

   } /* for */

   return j ;

} /* dFib_2 */

/*==============================================================================

* Função: dFib_3

*=============================================================================*/

double dFib_3( int n ) {

   double i = 1 ,


    j = 0 ,


    k = 0 ,


    h = 1 ;

   while ( n > 0 ) {

      double t ;


   if ( ( n % 2 ) == 1 ) {


      t = j * h ;


      j = i * h + j * k + t ;


      i = i * k + t ;

      } /* if */

      t = h * h ;

      h = 2 * k * h + t ;

      k = k * k + t ;

      n = n / 2 ;

   } /* while */

   return j ;

} /* dFib_3 */

/*==============================================================================

* Função: dFib_4

*=============================================================================*/

double dFib_4( int n ) {

   return ( pow( 2., -n ) / sqrt( 5. ) ) * ( pow( 1. + sqrt( 5. ), n ) 

                                           - pow( 1. - sqrt( 5. ), n ) ) ;

} /* dFib_4 */

/*==============================================================================

* Função: dCalcularTempo

*=============================================================================*/

double dCalcularTempo( clock_t TempoInicial ,




   clock_t TempoFinal   ,




   double  dRepeticoes   ) {

   return ( double )( TempoFinal - TempoInicial ) 

                    / ( CLOCKS_PER_SEC * dRepeticoes ) ;

} /* dCalcularTempo */

/*==============================================================================

* Função: ExecutarFib

*=============================================================================*/

void ExecutarFib( double ( * dFib )( int n ) ,



     int    iMaxFib             ,



     char*  szFormataFib        ,



     char*  szFib               ,



     double dRepeticoes          ) {

   int     i                 ;

   double  j                 ,

   dTempo                    ,

   dFibAux              = 0. ;

   clock_t TempoInicial      ,

           TempoFinal        ;

   printf( szFib ) ;

/* calcula o número de Fibonacci para os primeiros iMaxFib termos da seqüência 

*/

   for ( i = 0 ; i < iMaxFib ; i++  ) {

      TempoInicial = clock( ) ;

   /* calcula dRepeticoes vezes o Fibonacci de n */

      for ( j = 0 ; j < dRepeticoes ; j++ ) {

         dFibAux = dFib( i ) ;

      } /* for */

      TempoFinal = clock( ) ;

      dTempo = dCalcularTempo( TempoInicial, TempoFinal, dRepeticoes ) ;

      printf( szFormataFib, i, dFibAux, dTempo ) ;

   } /* for */

} /* ExecutarFib */

int main( void ) {

   ExecutarFib( dFib_1, I_MAX_FIB1, SZ_FORMATA_FIB1, SZ_FIB1, D_REPETICOES1 ) ;

   ExecutarFib( dFib_2, I_MAX_FIB2, SZ_FORMATA_FIB2, SZ_FIB2, D_REPETICOES2 ) ;

   ExecutarFib( dFib_3, I_MAX_FIB3, SZ_FORMATA_FIB3, SZ_FIB3, D_REPETICOES3 ) ;

   ExecutarFib( dFib_4, I_MAX_FIB4, SZ_FORMATA_FIB4, SZ_FIB4, D_REPETICOES4 ) ;

   return 0 ;

} /* main */

/* fib.c */

7) GRÁFICOS:

Os gráficos a seguir foram feitos utilizando-se o programa Microcal Origin 4.1. Todos eles são curvas de Tempo X n, onde Tempo mede o tempo que levou a chamada de fib( n ) em segundos. As curvas em linha cheia são as saídas do programa enquanto as pontilhadas são funções que são comparadas ao que foi medido nas experiências feitas. 

7.1) Algoritmo 1:


A curva pontilhada é a função [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ]( n - 17 ) * 0,001, a qual ficou bem próxima da curva obtida com o que foi medido como saída do programa. Isto confirma que o algoritmo cresce exponencialmente e que tem ordem de complexidade O( [ ( 1 + sqrt( 5 ) ) / 2 ] n ).
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7.2) Algoritmo 2:

A curva pontilhada é a função 2,8 * 10-10 * ( n + 10 ), a qual ficou bem próxima da curva obtida com o que foi medido como saída do programa. Isto confirma que o algoritmo cresce linearmente e, portanto, que tem ordem de complexidade O(n).
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7.3) Algoritmo 3:


A curva pontilhada é a função ln( n ) * 1,35 * 10-7, a qual acompanha o crecimento da curva obtida com o que foi medido como saída do programa. Isto confirma que o algoritmo cresce logaritimamente, e, portanto, que tem ordem de complexidade O( ln( n ) ).


Neste caso a discrepância foi bem grande, porque o tempo de execução do algoritmo depende não só do tamanho de n, mas também da natureza deste número. O que se quer dizer é que, para alguns n’s, o algoritmo vai entrar mais vezes no laço do if do que para outros. Então, é possível acontecer de um número n1 > n2 causar um tempo de execução menor do que o de n2, se ele entrar menos vezes no laço do if com n1 do que com n2. Outra causa para a discrepância é a precisão ruim do relógio interno do computador.
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7.4) Algoritmo 4:

A curva pontilhada é a função 2,6 * 10-6, a qual acompanha a curva obtida com o que foi medido como saída do programa. Isto confirma que o algoritmo tem ordem de complexidade constante, ou seja, O( 1 ). 


Como a precisão do relógio do computador é ruim, a variação resultante nos valores de tempo obtidos é razoável. No gráfico, fica claro que o tempo de execução de fib4 não aumenta com n. Nota-se que como a constante que rege o gráfico obtido com a saída do algoritmo 4 é muito mais alta do que a do 3, o gráfico dele demora muito para alcançar o do 4. Ou seja, somente para valores de n muito grandes é que o algoritmo 4 será melhor do que o 3.
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8) CONCLUSÕES:
Levando-se em conta apenas os três primeiros algoritmos, foi comprovado que, em termos de eficiência, o algoritmo fib3 é o mais eficiente, tanto analítica como empiricamente. Já o menos eficiente é o fib1, porque tem complexidade exponencial. Ficou claro que ele é muito mais ineficiente que os outros dois. 


As complexidades de fib1, fib 2 e fib3 foram comprovadas empiricamente.  Também foi visto um algoritmo que ainda é mais eficiente que os três citados acima, por ter complexidade constante, que é a própria fórmula explícita para a Seqüência de Fibonacci. Porém, como a constante que o rege é muito alta, ele tem um desempenho não tão bom quanto o algoritmo 3. Provavelmente, a função pow( ), que é a implementação de xy, deve ser demorada. 


Por fim, em termos de legibilidade, o algoritmo fib1 é o mais fácil de se entender entre os três, onde está claro a essência recursiva da Seqüência. Já o mais difícil de ser entendido é o fib3, sendo necessário uma análise matemática mais aprofundada para que seja possível entender seu funcionamento.
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